_ el

HOCHSCHULE
WISSENSCHAFTEN N :
UNCHEN Physikalisches Praktikum Il

Fakultat flir

Naturwissenschaften

und Mechatronik

Mechanische Resonanz am Drehpendel (RES)

Lineare und nichtlineare Schwingungen eines Drehpendels

Stichworte:

Harmonischer Oszillator, Drehpendel, lineare Differential gleichung, Resonanzkurve, Phasenraum,
Attraktor, nichtlineare Systeme, Bifurkation, Chaos, M esswertaufnahme mit Rechnern.

Ziel des Versuchs:
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Untersuchungen am nichtlinearen, periodisch angetriebenen Pendel im Ortsraum und im Phasenraum.
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1 Grundlagen

1.1 Der harmonische Oszillator - Lineare Schwingungen

1.1.1 Freie und viskos gedampfte Schwingungen am Drehpendel

Die Bewegungsgleichung eines Drehpendel s 1 8sst sich aus der "dynamischen
Grundgleichung fur die Rotation" (2. Newtonsches Axiom) ableiten:

3= Y M

mit: M; = am Drehpendel angreifende Drehmomente
J M assentragheitsmoment des Drehkorpers

) durch Drehmomente bewirkte Winkelbeschleunigung (= d?p/dt? )

a) Wird das Pendel aus der Ruhelage um den Winkel ¢ ausgelenkt, wirkt ein rticktreiben-
des Drehmoment Mgk » das von der elastischen Deformation der Spiralfeder
hervorgerufen wird. Fir kleine Winkelauslenkungen ¢ gilt dann das Hookesche Gesetz:

Mpow = — D D* = Winkelrichtgrée
Fur ein reibungsfrei gelagertes Drehpendel ohne aul3ere Krafteinwirkung erhdlt man
dann die Bewegungsgleichung einer harmonischen Schwingung: J-9p = — D'p oder:
o+ DT(p =0 mit der L 6sung: Q)
o(t) = (A00~COS((00~'[— o) (2
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Die Amplitude ¢, und der Nullphasenwinkel ¢ ergeben sich aus den
Anfangsbedingungen ¢(t = 0) und do/dt(t = 0).

2 D* - .
Wy = oo = ist die Eigen(kreis)frequenz des harm. Oszillators. 3
T J

b) Wirkt auf das System zusétzlich eine viskose (geschwindigkeitsproportional €)
Reibungskraft, wie z.B bei der Wirbelstrombremse, fihrt das zu einem
Dampfungsdrehmoment Mp,.

M, = -b¢ b* = Dampfungskoeffizient
Die Bewegungsgleichung fur die freie gedampfte Schwingung lautet also:
J-p= Mgy + My=—Dop-b ¢ oder:

* D*
p+ — o+ —p=0
® ] p ] p
, D b ” oo
Setzt man: o, = 7 und J= 27 erhalt man schliefdlich die

Bewegungsgleichung in der Normalform:
P+ 2090+ wy 9= 0 (4)

Diesist eine homogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die L ésung
dieser Gleichung beschreibt fur schwache Dampfung (6 < @) eine exponentiell
abklingende Schwingung der Form:

P )= 0, e’ -cos(@pt — @) ©)
o= ;—J heil3t Dampfungskonstante (z=1/0 heildt Abklingzeit) (6)
Wp = A0, — 5 hei Rt Kreisfrequenz der gedampften Schwingung. (7)

Die Eigenfrequenz eines gedampften Systemsiist also kleiner als die eines ungedampften,
aber sonst gleichen Systems. Mit zunehmender Dampfung kann 6 = wg werden und damit
wp = 0. In diesem sog. aperiodischen Grenzfall kehrt das System (schnellstmdglich)
asymtotisch in seine Ruhelage zurtick, ohne eine Schwingung auszufthren.

Die Dampfungskonstante |&sst sich durch Vergleich zweler aufeinanderfol gender
Amplituden g, und gn4+q im zeitlichen Abstand Tp = 2r/wp , leicht bestimmen. Der
zeitliche Abstand zwischen dem Erreichen dieser beiden Amplituden betrégt gerade eine
Schwingungsdauer Tp = 2r/wp . Man erhdlt:

¢(t’\+ TD) — e—éTD Oder ¢}r\1+l — e—éTD
(1) Py
Das Produkt 6T bezeichnet man alslogarithmisches Dekrement A.
A= 8T, = In-2n 8
¢n+ 1
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Hervorzuheben ist, dass die Eigenfrequenz nicht von der Amplitude des Pendels abhangt.
Diesist die wichtigste Eigenschaft von harmonischen Oszillatoren, die immer durch eine
lineare Bewegungsgle chung beschrieben werden. Die ricktreibende Kraft, bzw. das
rucktreibende Drehmoment muss damit einem linearen Kraftgesetz gehorchen.

Phasenraum

Eine Ubersichtliche Darstellung des Schwingungsverhatens erhdt man mit der Einfthrung
des Phasenraumes. Fir die Bewegung unseres Pendels mit nur einem Freiheitsgrad tragt
man die Auslenkung ¢(t) gegen die Geschwindigkeit dg/dt als "verallgemeinerte
Koordinaten" in einer zweidimensionalen Darstellung auf.

Genauer gesagt, werden ¢(t) und de(t)/dt as parametrische Kurve (Trgektorie)
dargestellt, mit der Zeit t als Parameter. Der Vortell liegt darin, dass komplexe
zeitabhangige Phdnomene durch ein geometrisch anschauliches Modell dargestellt werden
konnen. Fur unseren Fall des |eicht gedampften harmonischen Oszillatorsist die
Phasenraumtrajektorie eine Spirale, die sich auf den Nullpunkt des K oordinatensystems zu
bewegt. Man spricht dann von einem sog. Attraktor, der die Trajektorie "anzieht".

A A

o(t) do(t)/dt
Y~ t o)
AN —= >
Abb. 1la: Weg-Zeitdiagramm ¢(t) der Abb. 1b: Phasenraumdarstellung der
frelen gedampfte Schwingung freien gedampften Schwingung

1.1.2 Erzwungene Schwingungen

Vollig anders verhdt sich das schwingungsfahige System, wenn noch ein aul3eres
periodisches Drenmoment auf das Pendel einwirkt. In diesem Fall schwingt nach einer
gewissen Einschwingzeit das Pendel nur noch mit der Frequenz @ des antreibenden
Drehmoments; allerdings mit einer Phasenverschiebung gegentiber der
Erregerschwingung.

Das System fuhrt jetzt eine erzwungene Schwingung aus. Fur ein kosinusférmiges aulieres
Drehmoment M, = M 2 COswt ergibt sich die Bewegungsglei chung:

J-¢= Mg+ Mg+ M, oder.

iy D* b* . M, ., D= b*

- - — o+ —2coswmt mit w,” = — ; 6 = —— wird daraus:
v 17T SN 23

M
G+ 209+ wylp= TaCOSa)t
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Die L6sung fur den stationéren Zustand (Eigenschwingung abgeklungen) lautet:
o(t) = () cos(at — ¢y(w))

Diesist die Gleichung einer harmonischen Schwingung mit einer frequenzabhangigen
Amplitude und einer ebenfalls frequenzabhangigen Phasenverschiebung ¢g gegen das
anregende Drehmoment. Es gilt:

3 M,/J
N - a/ Amplitudenresonanzfunktion 9
V(@) - 0°) +(260)°
2
tan¢o(a)):$ Phasenresonanzfunktion (20
(0, —0?)
0

Fir @ — 0 (sehr langsame Erregung) nahert sich die Amplitude dem sog. quasistatischen
Grenzfall:
M, M

(@ —>0)= ¢ = = a
@o( ) Do gat. onz D

Die Abhangigkeit der Amplitude des Drehpendels von der anregenden Kreisfrequenz ist in
Abb. 2afir verschiedene Werte der Dampfungskonstante ¢ aufgetragen. Die Amplitude
erreicht bel kleiner Dampfung eln ausgepragtes Maximum. Diese Erscheinung nennt man
Resonanz. Die Kurve heif3 deshalb auch Resonanzkurve.

Die Lage des Resonanzmaximumsist bei o, = \Jo,” —25% , d.h., die Resonanzfrequenz
liegt etwas unterhalb der Eigenfrequenz des ungedampften Systems. Bei Erhéhung der
Dampfung wird das Maximum flacher und verschiebt sich zu niedrigeren Frequenzen.

Eine wichtige Kenngrél3e zur Beschreibung des Resonanzverhaltens eines
schwingungsfahigen Systemsist die Gute Q. Die Giteist definiert s Verhdltnisvon
Energie W des Oszillators zu Energieverlust AW wéhrend einer Periode mal 2.
W
= 2 —_—

Q=27 AW
Fur geringe Dampfung (6 < 0,1ax) kann man zeigen:
Die Guteist das Verhdtnis von Resonanzfrequenz wq zur Breite der Resonanz Aw bei der
Hohe Pomax /~/2 .1 Oder die Gitteist das Verhaltnis von Resonanzamplitude g max
zu statischer Schwingerantwort g ggisch -

Q=2 —% (Def., mit spektraler Breite)?
Aw 20

Q= A%& (Def. mit Resonanziiberhéhung)
®o,statisch

1Zwischen der Breite der Resonanzkurve und der Abklingzeit 7= 1/ gilt eine sehr wichtige Beziehung:
TAw=2
Diesist die Unschéarfebeziehung zwischen Frequenz (Resonanzbreite) und Lebensdauer eines linearen

Schwingers. Die Unschérfebeziehung spielt in der Physik eine bedeutende Rolle. In der Quanten-
mechanik heif3t diese Beziehung Heisenbergsche Unscharferelation und ist dort von grof3er Bedeutung.

2Verallgemeinert wird die Gite oft (z.B. in der E-Technik) als Q = ay/25 definiert.
Dann bedeuten Q = 1 den aperiodischen Grenzfall und Q > 1 den Fall starker Démpfung.
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Der Verlauf der Phasenverschiebung ¢g in Abhéngigkeit von der Anregungsfrequenz,
die sog. Phasenresonanzfunktion ist in Abb. 2b fir verschiedene Dampfungen
(0a< 0p< 0.) dargestellt.3

/2

Do, stat

Abb. 2a: Amplitude der erzwungenen Abb.2b: Phasenverschiebung als
Schwingung als Funktion der Funktion der Anregungs-
Anregungsfrequenz o frequenz
(Amplitudenresonanzfunktion) (Phasenresonanzfunktion)

Die erzwungene Schwingung und das anregende Drehmoment sind flr @ << wq in Phase.
An der Resonanzstelle bei @ = w( bleibt die Phase der erzwungenen Schwingung um /2
hinter dem erregenden Drehmoment zurtick. In diesem Fall wird dem schwingendem
System dauernd Energie zugefihrt (L = Mgxdg/dt > 0)

Die Amplitude wird nur noch durch die Dampfung begrenzt. Fir hohe Anregungs-
frequenzen schwingen Drehpendel und Erreger mit einer Phasenverschiebung von nt
gegeneinander.

In der Phasenraumdarstellung (¢, ¢ - Diagramm) l&uft die Trajektorie auf eine Ellipse ein,
die sich nach der Einschwingzeit nicht mehr &ndert (Attraktor). Hier zeigt sich der Vorteil
dieser Methode. Das Systemverhalten 18sst sich vollstandig, - durch ¢, bestimmt -
geometrisch darstellen.

3 Fir die Kurve ¢) ist die Dampfungskonstante nicht mehr aus der spektralen Breite bestimmbar.
Die Beziehung Aw = 24 gilt nur fiir geringe Démpfung.
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1.2 Trocken gedampfte Drehschwingungen

Wirkt auf das System anstelle einer viskosen (geschwindigkeitsproportionalen)
Reibungskraft eine konstante Reibungskraft (typisch fir Gleitreibung), ist das zugehoérige
Dampfungsdrehmoment Mp zwar konstant, aber von der Drehrichtung abhangig.

Bel Umkehr der Drehrichtung éndert sich jedes Mal das V orzeichen des betragsméaldig

konstanten Dampfungsdrehmomentes. Die Bewegung des Drehpendels muss deshalb in
Hal bperioden zerlegt werden.

1. Fall: Rechtsdrehung (¢ >0) 2. Fall: Linksdrehung (¢ <0

M .
M Foder Reibung , M Fer d([)/dt ’

M Reibung

MRebung = —Mbp MReibung = +Mp

L D* LA — —_D*
J-p= ZMang— D*p-Mp J-p= ZMang— D*p+Mp
J-¢+D*p=-Mp J-¢+D*p=+Mp

Die Lésungen der beiden Differentialgleichungen sind harmonische Schwingungen mit
verschobener Gleichgewichtslage (durch Einsetzen leicht nachpriifbar).

o) = o cos(gt - %)—“é'f o) = o cos(ogt — ¢o)+“é'3

Ergebnis:

o Die gedampfte Drehschwingung setzt sich aus harmonischen Halbperioden
um die Gleichgewichtslagen +Mp/D* und -Mp/D* zusammen.

¢ Die Schwingungsamplitude nimmt pro Halbperiode um 2Mp/D* ab.
e Die Frequenz ist unabhangig von der Reibung und gleich der Eigenfrequenz ax.

A 2

+Mp/D*

-Mp/D* " f \/ \/ “\/" — >
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1.3 Nichtlineare Schwingungen

Bringt man auf dem Drehpendel eine Zusatzmasse m so an, dass ihr Schwerpunkt nicht auf
der Drehachse liegt, verliert das System seinen linearen Charakter (siehe Abb. 3) Dasvon
der Zusatzmasse verursachte zusétzliche Moment ist nicht mehr proportional zur
Auslenkung ¢ und man erhdt eine nichtlineare Schwingung mit interessanten
Eigenschaften.

Fur nichtlineare Schwingungen wird ein wichtiger Schwingungsparameter, die Frequenz
amplitudenabhangig. Diese Amplituden-Frequenzkopplung ist eéin Kennzeichen
nichtlinearer Systeme. Damit gilt auch eine wesentliche Eigenschaft linearer Systeme, das
Superpositionsprinzip nicht mehr. Das Superpositionsprinzip besagt, dass sich
verschiedene angeregte Schwingungen eines Systems einfach Uberlagern und sich nicht
gegenseitig beeinflussen.

Durch das Anbringen der Zusatzmasse m
vergrofert sich das Tragheitsmoment J, D* bleibt
konstant. Das gesamte Drehmoment, das von der
Spiralfeder und von der Unwucht ausgelibt wird ist:

M =Mpgg + Mg =-D g+ mgrsing

Damit wird die Bewegungsgleichung, wenn wir
auch das aul3ere periodisches Drehmoment des
Antriebs beriicksichtigen:

Jp+b ¢+D p—mgrsing =M cosat

Diese DGL ist wegen des Gliedes mit sing
nichtlinear in ¢ und nicht mehr analytisch |6sbar.

Sie verfugt Uber eine reichhaltige L dsungsstruktur
in Abhédngigkeit des Parametersatzes J, b*, D*,
mgr, Mund w .

Hier soll nicht versucht werden, Ldsungen der
nichtlinearen Bewegungsgleichung anzugeben.
Vielmehr soll das grundlegende Verhalten eines
nichtlinearen Systemsim Versuch beobachtet

und erlautert werden. Das Verhaten des Pen- Abb.3: Anbringung der Zusatzmasse
dels kann man besonders gut im Phasenraum m auf dem Drehpendel und
beobachten. Potential W' des Drehpendels

mit Zusatzmasse

Eslassen sich jedoch relativ einfach qualitative Aussagen Uber das Verhalten des
Drehpendel s machen, wenn man seine Potentialfunktion betrachtet. Die Potentialfunktion
des harmonischen Oszillators ist rein quadratisch:

W ()= D*-¢12 (gestrichelt gezeichnet).
Bei genligend grofRer Zusatzmasse m ergibt sich eine Potentialfunktion W 'pei( ) mit zwel
Potentialmulden und einem instabilen Sattelpunkt. In den beiden stabilen
Gleichgewichtslagen heben sich das Rickstellmoment der Feder und das von der
Zusatzmasse verursachte Drehmoment gerade auf (D* ¢ = mgrsing). In der Umgebung der
stabilen Gleichgewichtslagen kann das Potential durch eine Parabel angenghert werden.
Eine Schwingung mit kleinen Amplituden ist daher annédhernd harmonisch. Bei grof3eren
Auslenkungen wird das Potential zum instabilen Sattel punkt hin immer flacher.
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Das zugehorige Rickstellmoment (~ dWpo/dp) wird immer kleiner und die
Schwingungsdauer wird erheblich grofier als bel kleinen Amplituden - die
Schwingungsdauer ist amplitudenabhangig. Bel noch gréfl3erer Amplitude kann das System
sogar zwischen beiden Potentialmulden hin- und herpendeln.

Vereinfachte Beschreibung der Pendeldynamik (Der Weg ins Chaos):

e Das Pendel befinde sich in einer der beiden Potentialmulden und wird zu erzwungenen
Schwingungen bei der Resonanzfrequenz angeregt. Fir hinreichend grof3e Dampfung
bleibt die Amplitude klein und das Pendel flhrt harmonische Schwingungen um diese
Gleichgewichtsage aus.

¢ Nun verringern wir die Dampfung und erwarten in der Folge eine
Zunahme der Amplitude.

e Sobald aber die Amplitude zu grof3 wird fir die harmonische N&herung (das Potential
wird zunehmend anharmonisch), vergréfert sich die Periodendauer. Die Resonanz-
frequenz wird kleiner und die Resonanzbedingung ist nicht mehr erflllt.

Wegen der Dampfung erfolgt dann eine Abnahme der Amplitude.

e Bei verringerter Amplitude verhalt sich das Pendel aber wieder eher harmonisch und
die Resonanzbedingung ist wieder erflllt. Die Amplitude steigt wieder.

In der Folge wechseln grof3ere und kleinere Amplituden einander ab. Diese Aufspaltung
der Amplitude nennt man Bifurkation. Bel weiter abnehmender Dampfung setzt sich
dieses Verhalten fort, bis man tber mehr und mehr Bifurkationen schlief3lich alle
Amplitudenwerte im System hat. Die Schwingung ist chaotisch. Es lésst sich keine
Vorhersage fur die Amplitude des nachsten Maximums machen.

Ein Verhalten, bei dem das System sukzessive Bifurkationen (Verzweigungen) durchl&uft
und dann schliefdlich im Chaos endet, nennt man Feigenbaum-Szenario. Beim Pohlschen
Rad kann man jedoch nur die ersten zwei Bifurkationen auflésen. Die grundsétzlichen
Eigenschaften der nichtlinearen Schwingung lassen sich aber gut erkennen.

Ao

nichtlineare Schwingung Bewegung in beiden
nach der ersten Bifurkation Potentialtopfen T

A =

E-
i

Abb.4a Nichtlineare Schwingung nach  Abb.4b: Feigenbaum-Diagramm (schematisch).
der ersten Bifurkation Beim Dampfungsstrom i; ereignet
(schematisch) sich die erste Bifurkation.

o

-
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2 Versuchsanordnung und Bedienung
Versuchsanordnung

Eine Kupferscheibe mit homogener Massenverteilung ist um eine Haupttragheitsachse
durch den Schwerpunkt drehbar gelagert. Das Tragheitsmoment um diese Achse ist J.
Eine Spiralfeder definiert die Ruhelage der Scheibe. Die Feder ist an einem Ende mit der
Schwungscheibe verbunden und am anderen Ende an einem Kurbelhebel befestigt, der auf
der Achse elnes Schrittmotors sitzt. Schrittmotorachse und Scheibenachse liegen auf einer
Linie. Bei stillstehendem Motor fiihrt die Scheibe freie Drenschwingungen aus.

Kurbel- Scheibe
hebel
—
Schrittmotor Kupplung
H — 1
Feder Servo-
. potentiometer
Wirbelstrom-

bremse |:|

Abb. 5: Schematische Darstellung des mechanischen V ersuchsaufbaus:
Drehpendel mit Antrieb (Schrittmotor) und Winkelgeber (Servopotentiometer).

Zur Anregung von erzwungenen Schwingungen steuert ein digitaler Sinusgenerator die
Schrittfolgesequenz des Schrittmotors so, dass dieser den Kurbelhebel sinusformig
auslenkt. Die maximale Schrittfolgefrequenz betragt 256 Hz.

Die Auslenkung ¢ des Schwungrades wird mit einem Servopotentiometer, das mit der
Achse des Schwungrades el astisch gekuppelt ist, in eine Spannung umgesetzt und mit
einem 12 Bit Analog/Digital-Umsetzer digitalisiert. Die Abtastfrequenz betragt ebenfalls
256 Hz. Das Messprogramm stellt die Drehpendel-Schwingung in Echtzeit dar und
speichert die Messwerte fortlaufend in der Art eines FIFOs ab. Beim Abbruch einer
Messung sind so immer die letzten 64 s der Schwingung abgespeichert (=16 k Speicher).

Die Dampfung des Systems erfolgt durch eine Wirbel strombremse?.
Die Dampfungsparameter werden Uber den Strom einer Konstantstromquelle in
Verbindung mit einem 8 hit Digital/Analog-Umsetzer eingestellt.

Bedienung des Steuerungsprogramms

Der Versuch wird Uber eine digitale 1/0O-Schnittstelle von einem PC gesteuert. Das
Steuerungs- und Auswerteprogramm ist in MS QuickBasic bzw. MS VisualBasic
geschrieben. Alle Einstellungen kénnen Giber Menls von der Tastatur oder Maus
vorgenommen werden. Mit Hilfe verschiedener Auswertementis kann eine abgespeicherte
Schwingung ausgewertet werden. Details zur Bedienung siehe * Programmbedienung®.

4 Fir den induzierten Wirbelstrom |, gilt nach dem Induktionsgesetz |;,q ~ Bdg/dt.
Die Bremskraft F rsp Wird durch die Lorentzkraft F ~ |;,4-B verursacht.
Damit ergibt sich eine geschwindigkeitsproportionale Reibungskraft fir die weiter gilt  Fep ~ i23pu|e .
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3 Versuchsdurchfihrung und Auswertung (Lineare Schwingungen)

Versuch 1: Eigenfrequenz bei geringer Dampfung
(Dé&mpfungsstrom i = 0)
a) Stellen Siefolgende Parameter ein: (Frequenz x,xx Hz - ohne Bedeutung)

Amplitude Orad
Dampfung 0 A

e Zeichnen Sie die langsam abklingende Schwingung wenigstens 64 slang
(= Messfenster) auf und speichern Sie die Daten mit ESC ab.
Die Anfangsauslenkung ist von Hand vorzunehmen.>
- Bestimmen Sie die Periodendauer T mit Hilfe von zwei Anzeigemarken im
Auswertemenu (Hauptmenu 5).
Berechnen Sie die Frequenz f. (Hardcopy-Ausdruck)
- Bestimmen Sie die Frequenz f der Schwingung mit Hilfe des
HiRes FFT-Spektrums in Hauptment 8. (Hardcopy-Ausdruck)
- Bestimmen Sie die Frequenz f auch mit der Stoppuhr.
(Zeit fur ca. 30 Schwingungen messen.)
- Betrachten Sie den Amplitudenabfall auf dem Ausdruck und beurteilen Sie,
welche Art von Reibung vorliegt.
b) Zusatzauswertung fur Versuch 6
e Bestimmen Sie mit Hilfe der Anzeigemarken im HiRes FFT-Spektrum die
spektrale Breite Af des Spektrums (1/+/2 - Breite = 3dB Pegelunterschied).

Versuch 2: Reibungsmoment bei geringer (trockener) Dampfung*
(Démpfungsstrom i = 0)

a) Uberlegen Sie zunichst, wie Sie aus der in Versuch 1 aufgezeichneten, langsam
abklingenden Schwingung das Reibungsmoment Mp bestimmen kénnen.

Hinwels: Die Messung/Berechnung der dabei notwendigen Winkelrichtgrofie D*
kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. In beiden Fallen brauchen Sie
ein oder mehrere der am Messplatz vorhandenen Gewichte.

Welche Methode Sie vorziehen, bleibt Ihnen Gberl assen.

b) Bestimmen Sie D*.

¢) Berechnen Sie das Reibungsmoment Mp.

5 Achtung: Das Rad ist axial verschiebbar. Vermeiden Sie axiale Kréfte bei der manuellen Anregung
von Schwingungen, um ein Schleifen am Spulenkorper der Wirbel strombremse zu verhindern.
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Versuch 3: Abklingkonstante ¢ fiir verschieden groRe Dampfungen
(1123=0,30/0,34/0,4A)
a) Stellen Siefolgende Parameter ein: (Frequenz x,xx Hz - ohne Bedeutung)
Amplitude O rad
Dampfung 0,30 A (i1)

e Zeichnen Sie die abklingende Schwingung so lange auf, bis sie vollsténdig
abgeklungen ist (Abbruch und Abspeichern mit ESC).

e Bestimmen Sie daslog. Dekrement A =In(¢, / ¢,.,) fur ale aufeinanderfolgenden
Maximal ausschldge des Pendels auf derselben Seite bis zu einer Amplitude
von ca. 0,5 rad.

Hinweis: Die Amplitudenmaxima lassen sich im Auswertemeni (Hauptmenu 5)
mit Hilfe mehrerer Anzeigemarken bestimmen.

b) Wiederholen Sie die Messung fur einen Dampfungsstrom voni, = 0,34 A undiz = 0,4 A

c) Berechnen Sie die mittlere Abklingkonstante 6 =A/Tp ( Tp = T aus Versuch 1)8
fur alle drei Dampfungsstromstéarken.

d) Priifen Sie die Naherungsvoraussetzung fiir schwache Dampfung 62/ a)oz <<1
fur den maximal eingestellten Dampfungsstrom (i; = 0,4 A).

2 2
6 Schwache Dampfung: @y =y g — 52 = @, fl———a)o(l l§—+ )z, fir— O 1
w

0
52 A?

Damit giltauch A=06-Ty =06 Ty und — <<1 ist gleichbedeutend mit 4—<<1
a)o T
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Versuch 4: Resonanzkurve (i,=0,34 A)

a) Stellen Siefolgende Parameter ein: Frequenz  0,3- 0,6 Hz
Amplitude 0,2rad
Dampfung 0,34 A

e Starten Siemitf= 0,3 Hz.
Messen Sie die stationare Schwingeramplitude im Frequenzbereich von 0,3 - 0,6 Hz.
(0,3Hz,0,35Hz,0,4Hz, 045Hz ........... 0,55 Hz, 0,6 Hz)
Im Resonanzbereich von 0,45 bis 0,55 Hz messen Sie mit der hochsten
Frequenzaufl6sung, um im Resonanzbereich einen mdglichst genauen
Kurvenverlauf zu erhalten. (Frequenz mit der kleinsten Schrittweite erhGhen).

Achten Sie unbedingt darauf, dass sich bei jeder eingestellten Frequenz ein
stationdrer Schwingungszustand einstellt.
Vorteilhaft ist hier die Beobachtung der Schwingung im Phasendiagramm (Meni 2).

e Tragen Sie die Messwertein eine Tabelle ein und zeichnen Sie gleich (wéahrend des
Versuchs) das Diagramm: Schwingeramplitude als Funktion der Anregungsfrequenz.

(Vorlage im Anhang oder Darstellung mit Hilfe von QtiPlot auf PC am Messplatz).
Beobachten Sie die Phasenverschiebung zwischen Anregung und Schwingerantwort!

b) Weitere Auswertungen zu Versuch 4:
o Ermitteln Sie aus der Resonanzkurven die Abklingkonstanteo (i).
¢ Die Gite Q eines Resonanzkreises mit geringer Dampfung ist gegeben durch:

0= Wy _ Wy Do, max

bzw. =~
Aw 20 Q

A

Do statisch

Bestimmen Sie die Giite Q aus der spektralen Breite und aus der Resonanz-
Uberhéhung fr die eingestellte Dampfungsstromstéarke i, = 0,34 A.

c) Wiederholen Sie den Versuch mit der Anregungsamplitude 0,1 rad.
Welche Ursache hat das abweichende Ergebnisfir 6?2

Versuch 5: Einschwingvorgang

Stellen Sie folgende Parameter ein: Frequenz 0,6 Hz
Amplitude 0,2 rad
Déampfung 0,100 A

e Starten Sie mit dieser Einstellung und achten Sie darauf, dass das
Pendel aus der Ruhelage heraus startet..
Stoppen Sie die Messung kurz vor Ablauf der 64 s Messzeit.

e Diskutieren Sie das Amplituden-Zeit-Diagramm und das Frequenzspektrum
des Einschwingvorgangs (Hauptment 8).
Erkléren Sie insbesondere das Zusammenwirken von Anregung und
Eigenschwingung im Einschwingvorgang (Stichwort Schwebung).

Resonanz WS1314
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Versuch 6: Impulsantwort und Spektrum

Impulsantwort-Tests sind eine moderne Messmethode zur Bestimmung des
Ubertragungsverhaltens von linearen zeitinvarianten Systemen (L TI-Systeme).

Bei der Messung der Resonanzfunktion in Versuch 4 wurde das Pohlsche Rad mit einer
harmonischen Kraft bzw. Drehmoment bel einer bestimmten Frequenz angeregt

(= Eingangssignal) und die Amplitude (und Phase) des Schwingers bei dieser Frequenz
gemessen (= Ausgangssignal). Damit erhdt man immer nur einen einzigen Wert des
Frequenzganges. Fasst man nun alle sequentiell erhaltenen Amplituden (und Phasen)
zusammen und trégt sie als Funktion der Frequenz auf, erhdt man die Resonanzfunktion
bzw. die sog. Ubertragungsfunktion.

Das Superpositionsprinzip fur lineare zeitinvariante Systeme (L TI-Systeme) besagt nun:

Superpositionsprinzip
Ist das Eingangssignal x eine Summe (Uberlagerung) einzelner Signale x ;,
so ist das Ausgangssignal y die Summe der einzelnen Ausgangssignale y;

Eingang - LTI - Ausgang
ax, (1) + %, (t) ay, (t) + BY,(t)

(Antwort der Summe = Summe der Antworten)

Die spektrale Darstellung eines derartig (zusammengesetzten) Eingangssignals und des
entsprechenden Ausgangssignals zeigt dabei, wie die einzelnen harmonischen
Komponenten Ubertragen werden. Die Spektralkomponenten auf der Ausgangsseite sind
damit einzelne Werte der Resonanzkurve (= Ubertragungsfunktion).

Um das Ubertragungsverhalten bei allen Frequenzen mit einer einzigen Messung zu
erhalten, muss mit einem Eingangssignal angeregt werden, dass einer Uberlagerung von
Kosinusen aller Frequenzen mit Amplitude 1 und Phase Null entspricht. Das Ergebnis
dieser Addition ist ein sehr kurzer Impuls.”

Anschlief3end muss nur noch das Spektrum (Fouriertransformation) des Ausgangssignals
bestimmt werden, um den Frequenzgang zu erhalten.

Fazit: Die Fouriertransformation der Impulsantwort liefert das Ubertragungsverhalten,
d.h. den Amplituden- und Phasengang des Systems.

Fur das Pohlsche Rad bedeutet eine Impulsanregung eine maglichst schnelle Auslenkung
der Spiralfeder mit moglichst hoher Amplitude und méglichst sofortiger Riickkehr in die
Ruhelage. Die Hohe des Anregungsimpul ses muss dabei aber (bei mdglichst kurzer
Zeitdauer) ausreichend grof3 sein, um gentigend Energie einzukoppeln und eine messbare
Schwingung anzuregen. Wegen der begrenzten Amplitude der Anregung ergibt sich beim
Pohlschen Rad aber eine Impulsantwort mit sehr geringer Amplitude.

Wir kénnen am Pohlschen Rad daher schwer eine Impulsanregung aufbringen, wir kénnen
aber die Impulsantwort simulieren. 8

7Ein derartiger idealer Impulsist ein sog. Delta-Impuls. Ein §-Impuls hat eine unendliche Amplitude, eine
unendlich kurze Dauer (Breite), aber eine Impulsflache von 1. Die Fouriertransformation des
Delta-Impulses ist 1. Das bedeutet, der Impuls enthélt alle Frequenzen mit der Amplitude 1 und der Phase
Null. Jede dieser Frequenzen startet damit an der Zeitposition des Impulses wie ein Kosinus.

8 Eine andere Mdoglichkeit ist ein sog. Stufenantworttest. Da ein Stufensignal das Integral iiber die 5-Funk-
tion darstellt, ergibt sich die Ubertragungsfunktion durch Integration der transformierten Stufenantwort.
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Graphische V eranschaulichung des Superpositionsprinzips und
Messung der Ubertragungsfunktion mit der Impulsantwort
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Simulation der Impulsantwort:
Eine "Impulsantwort" mit grof3erer Amplitude 18sst sich leicht ssimulieren.

Ein Impuls (Schlag) auf das Drehpendel bewirkt eine Bewegung aus der Ruhelage mit
bestimmter Anfangsgeschwindigkeit. Zur Simulation der Impul santwort wird das Pendel
zunéchst von Hand ausgel enkt und dann losgel assen. Die Datenaufnahme wird dann genau
zum Zeitpunkt des Nulldurchgangs (Zeitnullpunkt) mit positiver Flanke gestartet.

Wir Uberlegen welter, wie die Phasenlage der Impulsantwort tatséchlich aussieht. Stellen
wir uns als Impulsanregung einen (Drehmoment) Stof3 wie einen Hammerschlag vor, ist
sofort klar, dass das Pendel aus der Ruhelage mit konstanter Geschwindigkeit startet. Die
Geschwindigkeit hat damit die Phasenlage eines Kosinus und die Auslenkung beginnt
beim Schlag wie ein Sinus. Mit etwas Geschick l&sst sich nach ein paar Versuchen die
Abspeicherung der von Hand angeregten Schwingung so genau starten, dass sich die
richtige Phasenlage ergibt.

a) Fuhren Sie zunéchst eine Referenzeichung (Ctrl &) durch, um Offset auszuschliefden.
Zeichnen Sie eine Impulsantwort (= frei abklingende Schwingung) fur den
Dampfungsstrom i, = 0,34 A auf. Nehmen Sie die Anfangsauslenkung von Hand vor
und versuchen Sie die Abspeicherung (Return) so zu starten, dass sie mit einem
Nulldurchgang beginnt. Die Aufzeichnung kann nach dem Abklingen der Schwingung
abgebrochen werden. Sie muss aber vor Ablauf der 64 s Messzeit abgebrochen werden,
um die Phaseninformation zu erhalten.

e Fuhren Sie eine Fouriertransformation (Hauptmeni 8 - HiRes FFT) durch und
setzen Sie Anzeigemarken auf die Frequenzposition des Maximums der Resonanz,
beim linken und rechten Amplitudenabfall auf 1/+2 und bei der Frequenz @ — O.

e Bestimmen Sie mit Hilfe eines Ausdrucks die Frequenz frax und die
spektrale Breite Af des Spektrums (1/ 42 - Breite = 3dB Pegelunterschied).

e Berechnen Sie die Abklingkonstante & °.

e Bestimmen Sie die Glte Q aus der spektralen Breite und aus der
"Resonanziiberhdhung” im Spektrum.

e Uberpriifen Sie die Ubereinstimmung des Phasengangs mit der Theorie.
Die Phase der Spektralkomponenten ist im Spektrum von Hauptmenti 7 aufgetragen.

Zusammenfassung

Fassen Sie die Ergebnisse der einzelnen Versuche in einer Tabelle zusammen und
fuhren Sie einen Vergleich mit Diskussion der Messergebnisse durch.

Versuch 3 Versuch 4 Vers. 6

Dampfungsstrom in A 0,29 0,34 0,40 0,34 0,34 0,34
02=0,2 | 92=0,1

Log. Dekrement A

Dampfungskonst. din 1/s

Giite Q = Adlw

Gite Q = Pnax /Pstar.

9 Nehmen Sie dabei vereinfachend an, dass sich die spektrale Breite aus zwei Beitragen zusammensetzt: der gesuchten
spektralen Breite aufgrund der viskésen Dampfung (exponentieller Amplitudenabfall) und der spektralen Breite aufgrund
der trockenen Reibung (linearer Amplitudenabfall). Verwenden Sie das Ergebnis der Messung aus Versuch 1b).
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Zusatzversuch: Nichtlineare Schwingungen des Drehpendels

Die Versuche zum nichtlinearen Drehpendel haben spielerischen Charakter. Sie sollen das
grundlegende Verhalten eines nichtlinearen Systemsim Versuch beobachten und im
Ansatz erkléaren kénnen. Das Verhalten des Pendels sollte sowohl im Ortsraum als auch im
Phasenraum beobachtet werden.

1) Montieren Sie das Gewicht m= 24 gr auf der Drehscheibe (Schraube 0,2 gr).

2) Stellen Sie einen Dampfungsstrom voni =0 ein.
Zeichnen Sie eine von Hand angeregte Schwingung auf, bissiein einer
der beiden Gleichgewichtslagen endet.
Schétzen Sie die Frequenz Periodendauer) bei kleinen Amplituden ab.
Was stellen Sie fest ?

3) Stellen Sie nun folgende Parameter ein:  Frequenz 0,32 Hz
Amplitude 0,10 rad
Dampfung 04-05A
(Die Anregungsfrequenz liegt dabel etwas Uber der Eigenfrequenz).

4) Verringern Sie nun die Dampfung in kleinen Schritten und beobachten Sie die
Schwingung im Phasenraum, bis die erste Bifurkation sichtbar wird.
Nach jeder Dampfungsanderung genligend lange warten, bis die Schwingung
stationdr ist.
Untersuchen Sie das Frequenzspektrum der nichtlinearen Schwingung nach der ersten
Bifurkation. (Wietritt die erste Bifurkation im Spektrum in Erscheinung?)

5) Versuchen Sie Uber eine Bifurkationskette (mindestens erste, eventuell zweite
Bifurkation) den Weg ins Chaos zu finden.

Machen Sie Ausdrucke von interessanten Schwingungsmustern.

Anmerkung

Ein anderer Weg ins Chaos fiihrt (iber eine schrittweise Anderung der Anregungsfrequenz
bei konstanter Dampfung. Man néhert sich bel nicht zu grof3er Dampfung der
Resonanzfrequenz. Versuchen Sie auf diese Weise die erste Bifurkation zu finden.

4 Testfragen
1) Skizzieren Sie die Amplituden- und Phasenresonanzkurve as Funktion der Frequenz
fur geringe Dampfung und speziell fir 6 =@y und 6 = a)o/\/i :
2) Wieist daslogarithmische Dekrement definiert und wie misst man es?

3) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Breite der Resonanzkurve
und der Abklingdauer der freien geddampften Schwingung?

4) Wasist die "Glte" eines schwingungsfahigen Systems?

5) Wie funktioniert die Wirbelstrombremse ?

6) Welchen Dampfungsmechanismus produziert die Wirbel strombremse?

7) Wie erkennen Sie bel einer freien gedampften Schwingung, dass viskose
Dampfung vorliegt?

8) Wiegrol3ist bei trockener Dampfung der Winkelbereich Ap um die Ruhelage,
in dem das Pendel zur Ruhe kommt?
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Anhang: Resonanzkurven furi; =0,30 A; i, =0,34 A; i3 = 0,4 A Dampfungsstrom

Auslenkung in rad

3

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Frequenz in Hz
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