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Anhang A Herleitung der Bewegungsgleichungen
A1 Bewegungsgleichungen des starrer Korpers

Die Bewegungen eines aus dem MKS herausgeschnittenen Koérpers (Bild 2.4) werden beziglich einem
Inertialsystem beschrieben. Das Inertialsystem ist fest mit dem Gestell verbunden und bewegt sich nicht.

(Gestelle mit konstanter Geschwindigkeit werden jetzt nicht betrachtet)

Wahle das Gestell bez. Inertialsystem dort, wo man annimmt, dass sich diese Umgebung nicht bewegt!

Freischneiden heiBt, alle Gelenke und Kraftelemente durchschneiden und die Schnittkrafte und
-momente F; und M,; an den Korpern jund j einzeichnen.

Fur Kraftelemente mussen wir ein Kraftgesetz angeben, siehe Abschn. 2.4. Fur die Gelenke kbnnen wir

nur ihre Wirkungsrichtung nach der Art des Gelenks angeben, siehe Abschn. 2.3.
Weiter kbnnen sonstige eingepragte Krafte am Korper i aktiv sein, z.B. die Gewichtskraft Fg;

Gelenk g | Korper i Korper i

Gelenk g
durchgeschnitten ™ N

Inertialsystem

Bild 2.4: Kinematische und kinetische GroBen am starren Korpers. Kraft ist positiv am Korper i !

In den folgenden Bewegungsgleichungen sind alle kinematischen und kinetischen Vektoren
im korperfesten Koordinatensystem (Basis éi) dargestellt.
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Zusammenfassend kann man schreiben:
Ein freier starrer Korper hat 6 FHG im Raume, deshalb sind 6 Koordinaten der Lage und 6 Koordinaten

der Geschwindigkeit erforderlich:

Position und Orientierung des Korpersystems {Q,, €, } beztiglich dem Inertialsystem {0, €, }
sei gegeben durch die Koordinaten des Ortsvektors p = (p,x hy pIZ)T und Drehmatrix
Al (9;) mit den Winkeln 9; (vgl. Rechenregel 5) und die Geschwindigkeiten seien vi und w;-

s0 lauten die

V.
Koordinaten der Lage p, = (g ) und der Geschwindigkeit z, = (u)l j

E
Zwischenihnengilt Glg. p,=Z,z, wobe Z. = (0 ;‘_1] (DGL der Kinematik) (2.2)

Matrix E ist eine 3x3 Einheitsmatrix und H; ist die Matrix der Drehkinematik, siehe (2.6)

Die dynamischen Glg. lauten (kompakt)

|Mi 2,+Q = hil (2.2)

(Masse ma Geschwindigkeitsanderung ist Summe aler Kréfte)
mit M; als symmetrische Massenmatrix und Q; als Matrix der gyroskopischne Kréfte. In h;

sind alle aul¥eren Kréfte und Momente zusammengefalit.
Verwendung des Punktes O;, der identisch Schwerpunkt S; ist, dann gilt:

Er geltendie Aussagenrg =0 und p; = pg

M = mE 0 (mayy, - F. ”3
[V i) erlanal ) &

Hier sei m die Masse, und Ig die Massentragheitsmatrix bez. § des Korpersi sowieF; die
Summe aller Kréfte und Mg die Summe aller Momenteum § .

Verwendung eines beliebigen Punktes O; # Schwerpunkt S;, dann gilt:

miE _mi FS! m (;)i Vi + mi 6)i (I)i rg Fi
M = ~ , Q= ~ o~ ~ , by = (2.4)
mry I, mrg o, v; + ®; I, o, M,

Hier sei m die Massg, rq die Position des Schwerpunktes und Iy die Massentragheitsmatrix
bez. O; desKorpersi sowieF; die Summe aler Kréfte und M; die Summe aller Momente
umG; .

Hinweis. Die 6 DEs der Kinematik und die der Kinetik sind in sich gekoppelt.
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A.2  Herleitung der Bewegungsgleichungen uber Impuls- und Drallsatz
Fur den freigeschnittenen Korper j sind die kinematischen und kinetischen GroBen aufzustellen.

Orientierung, Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

Das Korpersystem {q € } das fest mit dem Korper verbunden ist, (d.h. der gesamte Korper in
Bild 2.5) dreht sich gegentiber dem Inertialsystem {0, €, } .
Esgilt mit Drehmatrix Al (o, B, y), wo a, B, y die Kardanwinkel der Drehmatrix, vgl.

Rechenregel 5:
6 =A"¢ und A"=A"Tq, oder @ =A" A" (2.4)
Dabel sind ; = 'w; die Koordinaten des Winkelgeschwindigkeitsvektors ; des Korpersi bez.

Inertialsystem, dargestellt in der Basis ;.
Umrechnung 'mi =All ; (2.5)

Fur die Winkel-Drehfolge x - y - z gilt auRerdem:

_ _ cosy siny
Wiy cosf; cosy; siny; O o _ cosp - cosp
wy |=|—cosfisiny; cosy; Of| B | = U= sny cosy O|o ”6
i, sinf; 0 1)\y —tanfB cosy tanfsiny 1 (26)
o = Hi 'I.B'i = 1.3'i = Hl_l ;
Fur kleine Drehungen -> Linearisierung: H = E > ' = '@, =9 (2.7)
Fur Drehungen in der x-y-Ebene gilt ‘o, ='o,=0,=7 (2.8)
'(i)i sind die Koordinaten des Winkel beschleunigungsvektors (I), desKorpersi bez.
Inertialsystem, dargestellt in der Inertialbasis. Es gilt mit (2.5)
. . . 4 o .
'o, :%(A“ mi):A" o+A"o = A" @ o +A" ®,. Wegen &, o, =0 folgt
"o, =A" &, (2.9)

Inertialsystem

dm

Bild 2.5: Zur Kinematik des starren Korpers
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Position von P, siehe Bild 2.5

Ein starrer Korper K; besteht aus unendlich vielen Partikeln P mit Masse dm am Ort pp.
Ist p; der Ortsvektor zum Ursprung O; der kérperfesten Basis B;, so gilt

Dabei ist pg der Ortsvektor zum Schwerpunkt § des Korpersi.

Fir Koordinaten in Inertialbasis gilt

"oo="p+A"rp="pg +A" rop (2.11)

WO rp =rg +rg die Koordinaten von P in Basis ¢, (2.12)

Fir Koordinaten in Korperbasis gilt
. AT

pij und pg sind die Koordinaten von p, und pg in der Basis €;.

Translationsgeschwindigkeit von P

Mit v, = f), als Geschwindigkeit von O; , der Drehung @, des Korpersi sowie
d A
dtlin Kbrperbasisrp =0

gilt fur den Punkt P

- in Kdrperbasisrsp =0 oder I'p=TIp= 0, l'g: = rsa =0 (214)

Vp:Vi+&)iXFp:Vi+a)iXFg +(DiXFSD = [-33 +(I)iXFSD (215)
Dabei ist pg der Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunkts §

Fir Koordinaten in Inertialbasis gilt
[

VP:|Vi+A“ (I)i rpzlpg +A|i (I)i I'sp (216)
Fir Koordinaten in Korperbasis gilt

IVp:Vi+6)i I'png +6)i pg+6)i I'ep (217)
vi undvg = pg +®; pg sind die Koordinaten von Vi = p, und pg in der Basis ;.

Translationsbeschleunigung von P

Die zeitliche Ableitung von (2.15) liefert mit (2.14)
8 =Vp=Vi+ O XTp+ @ X0 XTp = P+ XTp + & X XTp (2.18)

Fur die Geschwindigkeit und Beschleunigung von § gilt
Vg = Pg =V +@ xTgq, 8g=Vg =pg =V, +@ X Ty +@ X xTg (2.19)
Fur Koordinaten in Inertialbasis gilt

lap ="V +A" (@ rp+ @ @ rp)="pg +A" (& re + & @ rep) (2.20)
Fir Koordinaten in Kdrperbasis gilt

ap =V, + @ Vi —Fp @ +@ @ rp=Vg +@ Vg —Fgp @ +® @ re (2.21)
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Definition Masse

Die Masse desKorpersist m = J dm = konst.
Ki
Definition Schwerpunkt
Fur Schwerpunkt § gilt:
mig= [ rdm=konst, [fedm=0, mpg= [ ppdm
Ki Ki

Ki

Fur die Koordinaten des Schwerpunktsin Korperbasis gilt rg = rp dm

o —

1
m

Definition Translationsimpuls
(223) . (219

jﬁpdm = Mpg = MV +axig
Ki

Impuls P = _[VP dm= f Pp dm= p

Ki KI

Definition Drehimpuls (Drall) bezogen auf O; (Achtung, jeder beliebige Punkt ist moglich!)

_ . (2.15) ~
Drehimpuls Dg; = [ T xVp dm = | fp dmx Vi — [ fo x o dmx
K; K; K;
~ (2.23) N
oder Doi = [ o xVp dm = m g x ¥ — [ T xTp dmx )

Ki Kj

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Kraftesatz, siehe Bild 2.6

Wirken auf den Korper i die Kréfte F; an Marker k, so kann man diese zu einer
Resultierenden IfI zusammenfassen. Sie steht im Gleichgewicht mit der Anderung des
Impulses. Der Korper bewegt sich translatorisch so, als ob die Kréfte IfI in§ angreifen
undin § die gesamte Masse vereinigt wére.

— - = (2.25) - (219) - - - -
NewtonIl: F=YFi=R = mpg = m (g —Tgxad +d xd xTg) (2.27)
Ki

Bewegungsgleichungen der Translation

Mit Koordinaten der Schwerpunktsbewegung, also O; = S:

Fur Koordinaten in Inertialbasis gilt |m 'ifs = 'Fi = ZA” Fy (2.28)
Ki
Fur Koordinaten in Kérperbasis gilt [m vg +m @; vg =F, = Y Fy (2.29)
Ki

Mit Koordinaten der Bewegung von O;, wo O; # §, dargestellt in der KOrperbasis

m Vi —m g & +m @ v +m & & rg =F = > F (2.30)
Ki

Marker ki Inertialsystem

Bild 2.6: Zur Kinetik des starren Korpers
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Momentensatz bezogen auf O;.

Die auf den K érper wirkenden Kréfte Fy; liefern neben der Resultierenden F. auch ein
resultierendes Moment I\7I0i um den Bezugspunkt O;. Dieses Moment ist im Gleichgewicht
mit dem Ausdruck rp x Impulsanderung fir alle Punkte P. Man findet

v I .o dl . . -
MOi:Zrkikai:IrvaP dm=— erxvp dm —_|.rp><vP dm
K, _

i Ki dt K K
=G.E [ o xVp dm |- [ (@ x o) x (Vi + @ xTp) dm
' Ki Ki

(Bild26,210) ¢ [ o xVp dm | = [ (@ xTg) + (@ x Tep)) x (V; + (@ x Tg) + (@ x Fep)) dm

| ¢ 0
(2.23, Rechenregel 4)
= dﬂ [ o xVp dm |- [ (@ xTg)x ¥ dm
t
Kj Kj
Mit Drehimpuls (2.26): Moi = O fig X Fg = Doi —m (@ x g )%V, (2.31)

Ki
Momentensatz bezogen auf Schwerpunkt S; = O;.

Far S gllt FS =0 => I\_/]S = zrki X lzki = 63 (232)
Ki

Momentensatz bezogen auf Inertialursprung O. ( ﬁk, = Ortsvektor des Markers k auf Korper i)

Fur den Inertialursprung O, gilt v, =0 => |\7IO| =) P X Ifki = |30i (2.33)
Ki

Definition Massentragheitsmatrix

beziiglich O; dargestellt im Korpersystem (Ig; = —I rp rp dm= konst. (2.34)
Kj

beziiglich § dargestellt im Korpersystem |Ig = - [ Fep Fep dm= konst. (2.35)
Kj

Bewegungsgleichungen der Rotation, dargestellt in korperfester Basis

Aus (2.31) findet man mit (2.26), (2.34) und (@; rq) Vi =@ fg V; —Tg @, V;

beZUglICh Oi |IOi (bi + (I)i IOi ®; + M l:s i’i +m Fg G)i Vi = MOil (236)

beziglich § (Eulerglg.) |Ig o +o; I5 =Mg| (2.37)
wo Mg; und Mg die Koordinaten der resultierenden Momente um O; und § sind.

Fassen wir Glg. (2.30) und (2.36) zusammen, erhalten wir die 6 DEs in (2.2).



A Herleitung der Bewegungsgleichungen- WS2007 Kap A-8 Dr. O. Wallrapp, HM FK06

A.3 Herleitung der Bewegungsgleichungen uber virtuelle Leistungen

Nach dem Prinzip der virtuellen Leistungen (Jourdain'sches Prinzip) ist die Summe der virtuellen Leistung
der Tragheitskrafte der Partikel P mit Masse dm und der virtuellen Leistung der diskreten Krafte F;

gleich null. Man schreibt

_J‘SVP.éP dm+26\7ki'|zki:0 (238)
Ki Ki
.. . . e . T T _
Fir Koordinaten in Korperbasis gilt: —J Ovp ap dm+ 26Vki F;=0 (2.39)
Ki Ki

Hierinsind évp und dv,; die virtuelle Geschwindigkeit von P und der Marker ki
dargestellt in der KOrperbasis. ap ist die Beschleunigung von P.

Aus (2.15), (2.17) folgen
Np =V, —T5 X 8@, Ovp=0v,—Fpdw; und Svh=0v] +d@ Tp, (2.40)
und mit (2.21) findet man fur (2.39)
—J (5V|T +5(D;r Fp) (VI +6)i Vi —Fp (bi +6‘)i G)i l'p) dm+ 2(6V|T +6(D|T Fki)Fki =0
Ki Ki
Nun werden (2.22), (2.24), (2.34) eingesetzt. Das liefert in Matrizenschreibweise

T\ E -mr Vi ®: Vi m; O; E
OV, m Mrg (Vi m ; v + M o; ®; rg _
oW mrg I W, mrg @; v; + o; Ig; o K, \Fki
5ZiT ( Mi .Zi + Qi - hi ):O

Die letzte Gleichung ist erfiillt fur beliebige Werte von dz; # 0, also

Mi .Zi +Qi = hi (241)

mit M; als symmetrische Massenmatrix, Q; als Spaltenmatrix der Zentrifugalkréfte und
gyroskopischen Kréfte, sowie h; als Spaltenmatrix der auf3eren Krafte und Momente am
Korperi,vgl. (2.2).

Den Sonderfall, dass wir uns auf den Schwerpunkt beziehen, erhdt man mit O; == §, also
Ig =0 und IOi :Ig .
Beachte: In (2.41) sind unter h; noch alle Krafte und Momente zusammengefaBt. Wir werden diese

spater in eingepragte Krafte und Zwangskrafte in den Kraftelementen und Gelenken unterteilen. Sie

treten immer paarweise an den Korpern jund j auf.
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A.4 Gelenke

Gelenke schranken die Bewegungen der an ihnen beteiligten Korper ein. Diese Einschrankungen lassen

sich als Zwangsbedingungen der Kinematik auffassen.
Ein Gelenk g verbindet genau zwei Korper, den Korper i am Marker Pg mit dem Korper jam Marker Q,

siehe Bild 2.4. Es bewirkt Ug Zwangsbedingungen. Somit ergeben sich andererseits fg Freiheitsgrade
Uber das Gelenk.

Je nach Art des Gelenks ergeben sich unterschiedliche Bewegungseinschrankungen, siehe Abschn.
2.31

Implizite Zwangsbedingungen am Gelenk

Sind p; und p; die Koordinaten der Position und z; und z; die Koordinaten der
Geschwindigkeit der Korper i undj , so kannman mitt asZeit allgemein fir die
Zwangsbedingungen beziglich der Position schreiben

gg(pi p;,)=0 (2.44)
Die Spaltenmatrix gq hat die Lange ug .

In Abschn. 2.3.2 wird das Aufstellen der Zwangsbedingungen exemplarisch gezeigt.

Entsprechend den Bewegungseinschrankungen ergeben sich Gelenkkrafte (Zwangskrafte) IEg bzw.
Gelenkmomente (Zwangsmomente) |\7|g. Die Gelenkkrafte und- momente sind genau so groB3, dafB
die Kinematik des Gelenks eingehalten wird. Ihre Koordinaten bezuglich der Basis €; wollen wir kurz Ag
nennen. Die Dimension von xg ist somit Ug -

Fur die verallgemeinerten Zwangskrafte — ein Teil von h; in (2.2), (2.3) bzw. hj— gilt

dle Gdenkeani T agg
hic= Zl Ggi Xg mit Ggi Imzi
g:
dleGelenkeanj e, (2.45)
c_ ; _
hj_ Z ng 7\‘9 mit ng—gprJ
g=1 i

Der Ausdruck (2.45) erfullt die Bedingungen der Lagrange'schen Multiplikatorenmethode, wenn die
Bewegungsgleichungen (2.2) noch die Nebenbedingungen (2.44) erfullen mussen.
Vielfach werden die Vektoren der Gelenke vorteilhaft in einer Gelenkbasis Bg{Pg; Xg Yo Zg } dargestellt.
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A.5 Herleitung der Zwangsbedingungen
Wir betrachten ein Kugelgelenk (Typ 27 in Tab. 2.2) zwischen Korper i und Korper j an den Markern Pg
und Og, siehe Bild 2.7 a). Nach dem Freischneiden ergeben sich folgende kinematischen und

kinetischen Zusammenhange:

Zahl der Freiheiten fy = 3, Zahl der Zwangsbedingungen ug = 3.

Dieimpliziten Zwangsbedingungen lauten fir das Kugelgelenk (3 skalare Glgn. in der

Korperbasisi )
[
. = Pog — Pra = Pi + Fog— P —Tog = O
.g PQg pF’?r RJ Qy~ P~ Tprg (2.46)
'rg:rg:A“ Al (pj+ng)—g—rpg:0

Die algemeine Form lautet: |g4(pi,pj,t)=0 (2.47)

Beachte: Die Zwangsbedingungen kbnnen in jeder beliebigen Basis angegeben werden. Auch kann dg
von der Zeit t abhangen.
Die drei Zwangsbedingungen erfordern die
) = o o T_
unbekannten Zwangskréfte  F, bzw. 'Fy=Fy= (ng Foy ng) =g (2.48)
Sie werden allgemein im Vektor lg zusammengefaly, vgl. (2.45)

Gelenk g | Korper Korper i

K Orpersysjer

Korper j
a)
Korper j R Korper j
p.
K0&rpersystem ' Korpersystem
Q) Q)
b) Inertialsystem {Q, €, } C) Inertialsystem {O, €, }

Bild 2.7: Kinematische (b) und kinetische GroBen (¢) am Kugelgelenk (a).
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Die Gelenkfreiheitsgrade sind die drei Drehungen mit den drei Koordinaten o, Sy, 75 Sie
bilden die Drehmatrix
. T . . . =
Ag(Bg)=A" (0 By =A" AV fir & =Ay(0y)F¢ (2.49)

Damit kann man die expliziten Zwangsbedingungen am Kugelgelenk angeben als
AT=A"A (8. (2.50)

Die algemeine explizite Form lautet: |p; = fgi (p;, t) +f,(y4. 1) (2.51)

d.h. ist die Bewegung des Korpersi bekannt, kann man mit yq die Bewegung des Korpers
j berechnen — Vorwirtsrekursion.

Die Zwangsbedingungen (2.47) und (2.51) kbnnen wir ableiten und erhalten mit pi =7Z; z; in (2.1) die

Bedingungen auf Geschwindigkeitsebene. Sie sind fur die Kinetik erforderlich.

Dieimplizite Form lautet

&gg Z ag J +%=0 oder Ggi Z; +ng Zj +Kg=0 (252)
i 9PJ L
— [ — X

Gy Gg] 9

Die explizite Form lautet

of o, . of;  of .

T gy Ng ot
Jgi Jgy Ng(t)

Ggi und G sind dieimpliziten Zwangsmatrizen. Sie haben die Dimension ug x 6.

Jgi und Jg, sind die Jakobimatrizen der expliziten Zwangsbedingungen. Sie haben die
Dimension 6 x 6 und 6 x fg. Sind die Zwangsbedingungen (2.47) von der Zeit unabhangig

istlcg:ng = 0.



