EINFUHRUNG
IN DIE
FINITE ELEMENTE
METHODE




FEM - SS 2005 2 Prof. Dr. O. Wallrapp, FHM FB06

Das vorliegende Manuskript wurde als Hilfsmittel fir die Vorlesung Finite Elemente
Methode erstellt.
Eine — auch auszugsweise — Wiedergabe oder Verdtffentlichung bedarf der Genehmigung

des Verfassers.

All copyrights are preserved.

Das Manuskript kénnen Sie herunterladen unter

http://www.fh-muenchen.de/fb06/professoren/wallrapp/d_wallrapp_o.htmi

Minchen, Marz 2005 Prof. Dr. O. Wallrapp

Ziele:

Aufbauend auf die Elastostatik erhélt der Studierende Einblick in die Finite-Elemente-Methode.

In kleinen Ubungen - insbesondere am Rechner unter Anwendung von ComputerMathe-Programmen - muss
der Studierende selbst ein FEM-Programm fiir ebene Balkenstrukturen schreiben.

Er lernt so die Details und die Probleme der FEM-Analyse kennen.

In der Fortsetzung der Vorlesung - Teil Il - wird das FEM-Programm ANSYS vorgestellt und die Handhabung

realer, 3D Probleme von der Eingabe bis zur Ergebnisinterpretation studiert.

Voraussetzungen:
¥ Technische Mechanik (Statik, Elestostatik), Schwingungen

¥ Matrizenrechnung, Integralrechnung
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Rechenregeln

1. Allgemein:
Skalare beliebige Buchstaben einschlieflich griechische Buchstaben, z.B. a, b, P, xj, o, %A
Indizes mit kleinen Buchstaben, z.B. i, j, k|
Matrizen und Vektoren sind Felder mit Skalare. Ein Vektor ist die Spalte einer Matrix.
unabhangig vom speziellen Vektorraum und unabhéngig von einer speziellen Basis
Vektoren sind Kleinbuchstaben, im Manuskript Fettdruck, z. B.
1) x=x)i=1,23,..,n),()i=1,273,..,n)

beim Handschreiben (an der Tafel) wird der Buchstabe unterstrichen z.B. x = (x;),

Vektornorm ) ||X||=JXf+X§+ ..... + X

Matrizen sind GrofRbuchstaben im Manuskript Fettdruck z.B.
3) M:(Mij), i=1,2,3,...,n;j=1,2,3,...,m
beim Handschreiben (an der Tafel) wird der Buchstabe doppelt unterstrichen M = (Mij ).

2. "Physikalische Vektoren" im Raum R? oder KR>3 nach Hamel

unabhé&ngig von einer speziellen Basis

Vektoren mit Klein- oder Grol3buchstaben, mit Pfeil oben, z.B. ]_;
v, F
Betrag oder Lange eines Vektors, z. B.
(@) v=|V  F=|F}

Richtung eines Vektors, z. B. Richtungsvektor €, mit |év|=1:
LV .
(40) & =1 = V=V§

3. Darstellung eines Vektors im Koordinatensystem
mit den Basisvektoren €, €,, €3 (3D oder 2D),

wo|§]=1,zB.

5) V=8 Vi+8 V,+83va=&'v=V'e

Vi G
wo Vv=(v)=[v,| €é=(&)=|8&
V3 &

und  V,,V,,V; sind die Koordinaten oder Komponenten des

Vektors V.

Speziell: kartesisches Rechtshandsystem
® &-&=¢ bzw. &€ =E:
also € - =1 und € ~éj =0,ij=123

0 & -&)
(1) &§x&=¢gj 6 bzw. exe'=|-8 0 & |=¢€
& & 0

wo E die Einheitsmatrix, gy der Permutationstensor, ~ der Tilde-Operator fir &,
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4. Zuordnung Vektorrechnung und Matrizenrechnung

Vektor- (Tensor-) Rechnung Matrizenrechnung mit den Komponenten
bez. Basisrichtungen €,6&,,8€;3

. Vl
Vektor V .
v=(v)=|w| =123
V3
5 J I - R )
Betrag (Lange) V= |V| V=|V[= V[ +V5 +V3
- _ R & & +
Additon V=a+b=b+a 1 by y + 0y
V=a+b:(3i)+(h)= a |+| b, |=|a,+b,
a3 bs ag+ b

Subtrakton V=3&a-b=-b+a &4 by &~y
v=a-b=(g)-(h)=|a |-|b |=| &b,

ag by az—bs

Produkt Skalar mit Vekior V=1 a=A1 ag, Aoy &1
v=21a=(a)+()=|2a |=21a|e,
A ag &3
Skalarprodukt gy =a-b=b-a p=a'b=b'a=ab, +a,b,+azb;
= abcos/ @p)
Kreuzprodukt V =ax b=-bxa v=2ab=-ba (auch a= A mdglich)
v =|V|=absins @b) —agb, +a,bg i 0 -a3 &
=| +agb—aybs| wo a=a 0 -y
—ay b +a,b, -a, & O

Beachte: axa=0

Beispiel Kinematik V=@ X T

Beispiel Statik M=FxF

Diadisches Produkt | =dob

l1g 11z I43 b a;b, ajbs

= Tensor 2. Stufe
=\l lan log|=[axby azb, azbj

l31 132 l3z) (agby agbh, aghs
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5. Koordinatensystem, Ortsvektor und Drehmatrix
Koordinatensysteme: Ky (X1, Y1, 27), Ko (X2, Y2, 22):

Ortsvektor: T =&,r, +€, 1ry +e, r,=el I 8,20, + €2 r +8, =8 °r

Die Koordinaten oder Komponenten sind Y2 A 1

r=|-r [iInK;

inK, # °r

Drehung zweier Koordinatensysteme

Betragvon T: \/ +1r212 \/2222+2rz

Transformation in der x-y-Ebene bei Drehung um z:

Y ) (cosy —siry 0) [ 2r,
1 - 2
ry |=|siny coy O ry
lrZ 0 0 1 2rZ

0 Al2 st Dreh- oder Orientierungsmatrix von Basis Ky gegentber K7

cosy —siry O
[0  Drehung um z-Achse mit Drehwinkel y : A%(y)=|siny coy 0], ebenso € = Alzéz
0 0 1

v ist positiv, wenn man X1-Achse in Deckung mit X2-Achse bringt, also eine positive Drehung um z-

Achse ausfuhrt.
[J Eigenschaften: A1=AT ATA=AAT =E, weil A eine orthogonale Matrix
0 Umkehrung: & =A%'g = (Alz) & oder 2r= (A 12)T 3
0 fals &=8,: A=  %=2%
[0  Linearisierung von A12 (kleine Drehwinkel y << 1): cosy =~ 1,siny= vy

md
in x-y-Ebene mit Drehwinkel y: A2 1
0

o=x K
P O O
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Transformation im Raum, siehe z.B. (Roberson and Schwertassek 1988)

l Eine allgemeine Drehung kann durch drei Einzeldrehungen erzeugt werden:

a) Kardanwinkel mit den Drehkoordinaten a(t), B(t), y(t) in der Drehfolge 1-2-3

Drehung der Basis K1 gegenuber Basis K, mit 3 Elementardrehungen:

1. um x4 - Achse mit Winkel o, -> neue Achseny', z' und x' bei x' = xq
2.umy' - Achse mit Winkel B,  -> neue Achsen x", z" und y" bei y" = y'

3. um z" - Achse mit Winkel y.  -> neue Achsen x,, Yy, und z, bei z, = z"

1 0 O cf 0 sB)(cy -sy O
Transformation ¢,={0 ca —soc|| O 1 O||sy cy O|é,woCc=cos, S=sin
0sx ca){-sp Ocg){O0O 0O 1
&= A A(B) A & =A%g

cBey —CBsy B
mit der Drehmatrix A'2=|casy+sasBcy cocy—sasfsy —socp
sasy—cosBcy sacy+casfsy cocf

0 Linearisierung von A12 fiir kleine Drehwinkel o, B,y: (Fir ~ siehe Rechenregeln—Tilde-Operator)

1 -y B ) o
A=y 1 —a|=E+d mit d9=|p
B a 1 Y

b) Andere Drehbeschreibungen:
Kardanwinkel der Drehfolge z-y-x;
Eulerwinkel mit Drehfolge z-x-z;

Drehzeiger, Eulerparameter, Rodriguesparameter

6. Differentiation von Funktionen (Kettenregel):

da_. dadp_ oa.

Funktion a(¢(t)): E: a= o dt = 07(p¢

. da . oda. da.
Funktion a(¢(t),y(t)): P a=%(p+a_y
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Haufig verwendete Buchstaben
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

In der Technischen Mechanik wurden Modell besprochen, die es erlauben, die Spannungen und

Verformungen eines Bauteils infolge duf3erer Lasten analytisch zu berechnen. Das war aber nur fir
einfache Modelle méglich, wie den homogenen Zugstab oder den homogenen Balken.

Wir erinnern uns: Flr den einseitig eingespannten Zugstab mit der Kraft F am Ende gilt:

Ao
F ~_  F
4 [ >
X
F Fn

ﬂ+du(x)

N

e

Bild 1.1: Zugstab mit Normalkraft F, und Normalspannung G und Stabdehnung

‘*X‘FU

Fur die Dehnung von geraden Staben oder Balken werden folgende Annahmen getroffen:, dass

1. Der Querschnitt ist symmetrisch

2. Die Belastung greift im Flachenschwerpunkt der Stabachse an und wirkt nur in x-Richtung. Die
Normalspannung ist fur die gesamte Flache gleich.

3. Der Belastungszustand ist von allen anderen Belastungen entkoppelt und liefert nur eine Normalkraft
Fn=N.

4. Die Querschnitte bleiben eben und parallel zu einander. Sie verschieben sich nur in x-Richtung.

Die Normalkraft F,(x) = N(x) am Ort x kann auf die Flache Ag im Referenzzustand des Korpers (Flache

im unverformten Zustand) bezogen werden. Somit gilt fir die

Normalspannung o(Xx)= % (1.2)

Fur ein Element der Referenzlange dx und der aktuellen Lange dx+du(x) (Bild 1.1), wo u die
Verlangerung des Stabes an der Stelle x sein soll, findet man bei kleinen Dehnungen

(dx+du) — dx au(x)
- dx T X

Dehnung £y u'(x) (1.2)

Dehnungsgleichung o(x)= Ee, => [E Ay U(X)=N(x)| (1.3)

Ug = u(x=0) ist die Randauslenkung in x-Richtung an der Stelle x = 0. Ist der Stab eingespannt, gilt ug = 0.

Glg. (1.3) stellt eine partielle Dgl. dar, da wir bez. dem Ort x differenzieren.
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Nun nehmen wir die Massentragheit des Stabes mit der Dichte p hinzu und fragen, wie schwingt der
Stab. Die Bewegungsgleichung fir den eingespannten Stab lautet
E Ag U”(x,t)— p Ay U(x,t) =0 mit den Randbedgn. u(0,t) =0, u'(L,t) =0. (1.4)

Das liefert nun eine Dgl. bezuglich Ort x und zeit t. Wie 16st man solche Probleme?

Nun machen wir einen Separationsansatz der Art
u(x,t) =U(x) q(t) (1.5)

mit U(x) als Ortsfunktion und q(t) als Zeitfunktion, den wir als Faktur fur die Ortsfunktion ansehen kénnen.
Glg. (1.5) in (1.4) eingesetzt liefert zwei Gleichungen, die durch einen Faktor o gekoppelt sind:

EAUTX)_a) __ 2 _, ﬁzzwzﬂ alsEigenwerte

U(x) q(t) E A (1.6)
EAU”(X)+B2U(X)=0 und §(t)+e?qt)=0

Die Gleichung in U(x) kann gel6st werden und liefert die Eigenwerte 3, = (2 r - 1) = / (2L) und die

Eigenfunktionen U (x) = A, sin (2r-1) mtx/(2L), firr=1.. «. o, sind die Eigenfrequenzen in rad/s.

Den Weg der Separation kénnen wir einschlagen, wenn der Kérper homogen ist, das heisst, Uber die
gesamte Lange keine Anderungen aufweist und gerade ist. Weiter wird gefordert, dass die Belastung
eine Separation erlaubt und die Randbedingungen ein losbares Eigenwertproblem liefern. Das ist aber in
der Regel nicht der Fall. Was kann man dann tun?
Antwort: Aufteilen in Bereiche, die naherungsweise konstant sind

=> Die finiten Elemente (endlich gro3e Elemente) sind geboren!
Fur sie wird ein Separationsansatz aufgestellt, wobei die Ortsfunktionen U(x) als bekannte

Ansatzfunktionen eingebracht werden. q(t) sind dann die Gewichtungsfunktionen.

Die Methode der Aufteilung ist sehr alt (Curant / Hilbert 1922), nur fehlten damals die Computer, die
daraus resultierenden grol3en Gleichungssysteme zu l6sen. Das wurde in den 60 Jahren nachgeholt. Die
FEM-Programme wurden entwickelt.
Was wir hier fur Festigkeitsprobleme (Berechnung von Spannungen und Verformungen fester Kdrper) in
folge Belastungen (Krafte und Momente) aufgezeichnet haben, lasst sich auch fur andere ortsabhangige
Probleme Ubertragen, wie z.B.

Temperaturfluss in Bauteilen

Stromungen von Medien (Gase und Flissigkeiten)

Magnetfluss in Motoren.
Was werden wir besprechen -
Teil 1: Einfihrung in die FEM

Modelle der Elastizitatstheorie (Kap 2)

Grundgleichungen des klassischen Kontinuums der Strukturmechanik (Kap 3)

Beispiel Balken: Grundgleichungen des Euler-Bernoulli-Balkens (Kap 4)

Ritzansatz und Finite-Elemente-Approximation (Kap 5)

FE-Struktur und Bewegungsgleichungen (Kap 6)

Selber ein FEM-Programm schreiben fiir ebene Balkensysteme mittels Maple oder Mathematica.

Teil 2: Unter Anwendung von ANSYS komplexe Probleme aufstellen und l6sen.
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1.2 Beispiele aus der Strukturmechanik

Finite-Elemente-Systeme erhalt man durch Aufteilung eines Kontinuums % in geometrisch einfache
Teilkorper, die finiten Elemente.

Bild 1.2 zeigt das Finite-Elemente-Modell einer halben Hiftendoprothese, in Bild 1.3 ist das Finite-

Elemente-Modell eines Femurknochen zu sehen.

ELEMENTS

Bild 1.3: Finite-Elemente-Modell eines Femurknochen. (links FE-Netz, rechts Durchbiegung infolge

mittiger Last)
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Elast. Winkel an Drehgelenk wnd Feder (1=1xztlode ,gsg+lyticde ,gifg)

¥
0.5

-0.3

|
—
LI B e o B e B B e e e e e e e B e e e e e
1

-2 L : : s . : ]
-3 -2 -1 0 1 2 3

Bild 1.4: Elastischer Winkel im Schwerefeld, aus (Schwertassek and Wallrapp 1999)

t=72s

-1 7\ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-1 0 1 2 3

Bild 1.5: Schubkurbel mit elastischer Kurbel und Koppel, aus (Schwertassek and Wallrapp 1999)

Bild 1.6: Satellit mit Joch und 6 Solarpanels f Wallrapp, 2002 #489}
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2 Modelle der Elastizitatstheorie

2.1 Definitionen
In der Elastizitatstheorie [ Schwertassek, 1999 #448; Bathe, 1986 #397; Zienkiewicz, 1984 #249]

wurden Modelle zur Beschreibung der Bewegungen eines verformbaren Koérpers entwickelt, die eine
analytische Losung der partiellen (ortsabhangigen) Differentialgleichungen erlauben. In allen Modellen
geht man von Partikeln (Kdrperteilchen) aus, deren Bewegung man bez. dem unverformten Zustand,
dem sogenannten Referenzzustand betrachtet.

Als Beispiel sei hier die Balkentheorie aus der Vorlesung TM - Elastostatik genannt.

Bild 2.1 zeigt einen allgemeinen Kérper im Referenzzustand und in aktueller Konfiguration, also in der
verformten Konfiguration. Durch Krafte etc. wurde der materielle Punkt P eines Partikels am Ort
(materielle Koordinaten) R um das Mal3 u (Verschiebungsvektor) verschoben.

Insgesamt wird als sich der Koérper gegentiber dem Inertialsystem bewegen, also sich als starrer Kérper
bewegen,. je nhachdem die Lagerungen des Kérpers (Randbedingungen) angebracht sind und sich

zusatzlich verformen.

Zusammenfassend kann man sagen: Ein elastischer Kdrper - héufig auch als elastische Struktur

genannt, erfahrt Starrkérperbewegungen und Verformungen.

aktuelle Konfiguration

Bezugssystem { O, €}

Referenzkonfiguration

Bild 2.1: Beschreibung der Bewegung der Punkte P eines deformierbarer Kdrpers K.

Merke: Erfahren alle Punkte die gleiche Verschiebung, so liegt eine Starrkérperbewegung vor.

Es entstehen keine Verformungen. Bild 2.2 zeigt eine Verzerrung und eine Drehung,

Referenz- aktuelle Referenz- aktuelle
konfiguration Konfiguration konfiguration Konfiguration

Bild 2.2: Der Korper erfahrt eine Starrkdrperdrehung und eine Verzerrung. Die Zerlegung der Bewegung

kann a) als Verzerrung und Rotation oder b) als Rotation und Verzerrung angesehen werden.
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Strukturen sind in der Regel so gelagert (also mit Randbedingungen am Rand AL versehen), dass

keine Starrkérperbewegungen auftreten kénnen. In der Mehrkérperdynamik kann ein einzelner Kérper

verformbar sein und sich aufgrund von Gelenken gleichzeitig global bewegen (motion of the floating

frame of reference). Bild 2.2 zeigt einen elastischen Kérper Ki, dessen Kdrperbezugssystem {Oi ,/gi}

sich bezuglich dem Inertialsystem mit ' (t), A’ (t) bewegt.

A, B&W N

Ki(t)

Ki

Joint

o
R

{0} % P(to, undeformes

<l

T
=Y
~|

O —.

[0'%)

Bild 2.2: Der deformierbare Korper K mit Partikel P und seine Bewegungen und Belastungen.

. . . AT
Die Koordinaten r'(t) = (r'l r'2 r'3) sind die drei Koordinaten in den Richtungen x, y, z (oder 1, 2,

3) eines Koordinatensystems fiir den Korper i. Ai(t) ist eine 3x3 Drehmatrix zur Beschreibung der
Rotation, vgl. Rechenregeln oder Kap. 2 aus Manuskript Biomechanik I1.

Es qilt fur die Orientierung der beiden Koordinatensysteme

e=A¢ (2.1)

Ubung 2.1:

a) Gebe die absolute aktuelle Position des Punktes P in Bild 2.2 an.

b) Welche Bewegung fihren Punkte an Rand Al'J aus?
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2.2 Modellannahmen des Kontinuums

Alle Kontinuumsmodelle gehen von folgenden Annahmen aus:

a)

b)

d)

Homogenitat: Der Kdrper weist langs seiner Achsen konstanten Querschnitt (Profil) sowie
konstantes Materialverhalten auf.

Linear-elastisches Material: Eine Dehnung € liefert eine Spannung S unabhangig von Zeit und
Ort. Zwischen Spannung und Dehnung besteht ein linearer Zusammenhang

=> (Hooke'sche Gesetz).

Isotropie: Das Materialgesetz ist unabhangig von der Wirkrichtung.

Die Lésungsanséatze missen die Bewegungsgleichungen bzw. Gleichgewichtsbedingungen im

Inneren wie am Rande (Kompatibilitdtsbedingungen) erfiillen.

Hier seien einige wichtige Modelle der Kontinuumsmechanik genannt:

)

ii)

Balkenmodell in der Ebene oder im Raum mit den Verformungsmoéglichkeiten Dehnung, Biegung in
2 Richtungen und Torsion.

Der Balken besteht aus starren Scheibenelementchen entlang der Langsachse und hat somit nur
eine materielle Koordinate — die x-Achse léangs der neutralen Faser, Bild 2.3. Die genannten
Verformungen sind tUber den Querschnitt konstant und kdnnen einzeln oder gesamt betrachtet

werden.

Die Platte hat wie der Balken die Verformungen Ladngsdehnung und Biegung, aber jetzt mit zwei

materielle Koordinaten — die x- und y-Achse langs der neutralen Ebene.

Beim Klassisches Kontinuum besteht der 3D-Kdrper aus Partikeln (Punkt P in Bild 2.2) mit dem

Volumen dV. bzw. Masse dm. Wir beschreiben deren Position durch drei materielle Koordinaten
(R1, Ry, R3)T = R. Am Partikel werden nur &ul3ere Krafte betrachtet, die mit den inneren Kréften,

den Spannungen, im Gleichgewicht stehen (Kraftegleichgewicht am Partikel). Die Momentenbilanz

am Partikel liefert nur die Symmetrie des Spannungstensors.

inertial coordinate system { O/, 8}

plane beam section in
actual configuration
and section frame

{P,€}
reference frame
{oi, €}

undeformed
~ gentral axis

~
~

Bild 2.3 Der verformbare Balken (Korper i ) und seine Verschiebungen u'und Verdrehungen JiamOrtR

infolge der SchnittgréRen fq, my, mg, ty.
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3 Grundgleichungen des klassischen Kontinuums

3.1 Prinzip der virtuellen Leistung

Ahnlich wie in der Starrkérperdynamik kann man fiir das Kontinuum die Newton'schen

Bewegungsgleichungen am Partikel aufstellen (dann aber im Inneren und am Rande) oder die Prinzipe
der Mechanik nutzen, die immer von integralen Betrachtungen tUber den gesamten Kdrper, also im
Inneren wie am Rande, ausgehen. Die integrale Betrachtung bietet Vorteile, weil sie fir den Ubergang

auf die FEM als Approximationsmethode besonders gut geeignet ist, wie in Kap. 4 zu sehen ist.

Desweiteren kann man die Gleichgewichtsbetrachtungen am unverformten Partikel (bez.
Referenzkonfiguration — Lagrangesche Beschreibung) oder am verformten Partikel (aktuelle

Konfiguration — Euler'sche Beschreibung) vornehmen. Hier verwenden wir die Lagrangesche
Beschreibung, da das Volumen V = Vg in der Referenz- oder Ausgangskonfiguration bekannt ist.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen eignen sich das d'Alembertsche Prinzip (Prinzip der
virtuellen Arbeiten) oder das Jourdainsche Prinzip (Prinzip der virtuellen Leistungen) (Schwertassek

und Wallrapp 1999), Kap. 3:

Das Prinzip der virtuellen Leistungen lautet:
0P, +6P=0 mit
virtuelle Leistung der Tréagheitskréfte P, = —f dv'ap, dv,

Vo
virtuelle Leistung der eingepragten Kréfte 6'P = 6R + 6P, (3.2
virtuelle Leistung der aul3eren Kréfte 6P, = J vk dVy + _[ dv'pg dA,

virtuelle Leistung der inneren Kréfte 6R

Hierin sind:

a st absolute Beschleunigung (m/s?) des Partikels P
kg ist die Volumenkraftdichte (N/m3) an dVg und

Po ist die Oberflachenkraftdichte (N/m?) an dAg
dv ist die absolute virtuelle Geschwindigkeit der Partikels P (Bild 2.2).

po ist die Massendichte (kg/m°)
A ist die Oberflache (m?) und
Vg ist das Volumen (md) in der Referenzkonfiguration (Index 0).

Wir definieren als eingepréagte Krafte und Momente am Kdrper die in Bild 2.2 gezeigten Volumenkréfte kg
(im Volumen V) und die Oberflachenkrafte pg (am Rand Apo). Daraus ergibt sich die in (3.1) dargestellte

virtuelle Leistung 0'P;.

Die virtuelle Leistung wird hier bevorzugt, weil sich virtuelle Rotationen mit virtuellen Winkelgeschwindig-

keiten leichter beschreiben als mit virtuellen Verdrehungen!
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3.2 Definition der Spannung

Die &u3eren Belastungen auf einen Korper werden Uber innere Kréfte zu den Lagern geleitet. Schneiden
wir einen im Gleichgewicht befindlichen Kérper, so muss auch jedes Teilsystem mit seiner Belastung und
mit den in den Schnittflachen verteilten inneren Kraften und Momenten im Gleichgewicht sein, siehe Bild

3.1.

Bild 3.1: Schnittflache und Schnittkrafte am Teilkdrper infolge Last F.

Definition des Spannungsvektors an der Schnittflache dA im Punkt P am Ort R zur Zeit t:
dF (R, t)

i (3.2)

G(R1)=

dabei ist dlE die an der Schnittflache dA mit der Normalen N wirksame Schnittkraft.

O ist ein Vektor. Er steht im Allgemeinen nicht normal zur Flache dA, siehe Bild 3.1 und Bild 3.2.

Einheiten: [c] = Kraft / Flache; [c] = 1 N/mm? = 1 MPa, 1 Pa=1Pascal=1 N/mZ.
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Wir definieren ein Dreibein in der Flache dA mit der x-Achse als Normalenvektor 1, so kann der Vektor

O in drei Spannungskomponenten zerlegt werden: (Bild 3.2)
Normalspannung O = Oyy

Tangential- oder Schubspannungen T,, und Ty,

Bild 3.2: Die Spannungskomponenten des Spannungsvektors G zur Schnittflache dA am positivem

Schnittufer.

Beachte:

1. Bezugsflache : Spannungen so definiert, dass sie auf die unverformte Schnittflache A
(Referenzzustand des Korpers) beziehen

2. Indizierung der Spannungen: Der erste Index gibt an, in welche Richtung die Flachennormale i
zeigt und der zweite Index beschreibt die Richtung des Spannungsvektors.
(Bei der Normalspannung kann der Index auch wegfallen, da es nur eine Normalspannung fiir eine
Flache dA gibt). Statt x, y, z wird auch 1,2,3 benutzt.

3. Definition Schnittufer: Ein positiven Schnittufers liegt vor, wenn der Normalenvektor N aus der
Schnittflache heraus zeigt. Am Gegenufer zeigt er dann in die Flache hinein, ist also negativ.
Am positivem Schnittufer sind immer die Spannungen positiv anzusehen. Das in Bild 2.5 gezeigt
Schnittufer ist somit positiv.

Wir wahlen im Allgemeinen in N -Richtung auch die x-Achse des Schnittflachen-Dreibeins.
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3.2.1 Beispiel zur Normalspannung

Ag
F F
<€ |
X
F Fn
D

-« =°
Bild 3.3: Zugstab mit Normalkraft F, und Normalspannung G
Auf den Stab wirken die Krafte F. Die Normalkraft F(x) = N(x) am Ort x kann auf die Flache Ay im

Referenzzustand des Koérpers (Flache im unverformten Zustand) bezogen werden.

Wir nehmen an, sie sei gleichméRig Uber den Querschnitt verteilt:

Normalspannung o(x) = ;”—((XX)) (3.3
0

Vorzeichen: ¢ >0 =>Zugspannung, ¢ <0 => Druckspannung

Ubung 3.1
An einem homogenen Seil der Lange | = 50 m hangt ein Bergsteiger mit m = 85 kg Masse. Das Seil hat

einen Durchmesser von 8 mm.

Berechne die Normalspannung. (Zug oder Druck?)
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3.3 Definition der Verzerrung
Die Anderung der Gestalt und der GroRe eines Korpers infolge duRerer Belastungen und

Temperatureinwirkungen wird Formanderung oder Deformation oder Verzerrung genannt.
Wir betrachten einen Kérper mit dem Punkt Po(R) im Referenzzustand (unverformter Zustand) und im

verformtem Zustand P(r), (Bild 3.4)

J——

___~ unverformter Zustand

verformter Zustand

Bild 3.4: Deformation eines Kérpers mit dem Verschiebungsvektor u in x, y, z-Richtung.

Zwei Verformungsmale haben sich technisch bewéhrt, Bild 3.5:

Dehnung € als Verlangerung einer Korperlinie bezogen auf die Referenzlange

Scherung 7Y als Winkelanderung eines Koérperwinkels bezogen auf die Referenzlage
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In der Ebene kann man ein rechteckiges Flachenelement dAg im Referenzzustand der Lange dx und dy
betrachten, das sich infolge Belastungen dehnt und schert mit der neuen Flache dA. Die Eckpunkte des
Po1, Po2, und Pz sind die Punkte im Referenzzustand. Somit gilt dx = Py Py, dy = Pg1Pg3.

Die Dehnung bewirkt eine Verlangerung der Kanten dx und dy in dx+du(x) = P1P, und dy+dy(y) = P{P3.
Die Scherung bewirkt eine Verformung des rechten Winkels der 3 Punkte Pgq, Pgo, Pg3 in Py, Py, P3.

yt v+dv(y) ng
Flache dA y A
Pos gedehnt Pos
R inxundy Flache dA
| geschert
| inxundy
|
dy dAg dy
| Y | Vv
Pos A_j _____ Poy_ =—— 11t dv(x)
u Poz u+du(x) Poz
O > >
«—dXx—» X -~ dX——» X

Bild 3.5: Dehnung (links) und Scherung (rechts) eines Flachenelements dA,.

Hierbei gilt: du(x) = %dx, du(y) = g—;dy, dv(x) = %dx, dv(y) = g—\;dy

Fur kleine Verformungen (lineare Theorie) entnimmt man aus Bild 3.5:

Jdu
dx + ——dx—dx
Dehnungin x-Richtung &, = Plpf; FF:01P02 = a)c;x = g, = % (3.4)
01F02
ov
dy +——dy—dy
Dehnungin y-Richtung &, = P1P3P_ PP°1P°3 = ézy = g = g—\; (3.5)
0103
ov Jdu
—dx ——dy
Scherungin x-y-Ebene y,, =y;+72= 83)( + az;y = Yy = g—:’( + g—; (3.6)

Einheiten: [€] = Lange / Lange = dimensionslos, [y] = Lange / Lange = dimensionslos.
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3.3.1 Beispiel zur Dehnung

,7f7f07f7f7,
fg—
AL
A
F | F
R e
4

Bild 3.6: Dehnung eines Zugstabes

Auf den Stab wirken die Krafte F. Der homogene Bereich der Referenzldnge /g und mit dem

Durchmesser dg dehnt sich in Langsrichtung und verjlingt sich in Querrichtung.

Wir machen den Ubergang in (3.4) von dx auf die Lange / und von du auf die Langenanderung A/.

Gleichzeitig wird eine Verjungung des Stabes festgestellt:

Fur einen homogenen Stab gilt

Dehnungin Langsrichtung &= f=lo_ % (3.7)
0 0
: : d-dp
Dehnungin Querrichtung &, = g =—UE (3.8)
0

mit p als Querkontraktions- oder Poissonzahl, siehe auch Abschnitt 2.4.

Ubung 3.2
An einem homogenen Stab der Lange /3 = 12 m hangt ein Gewicht der Masse m = 1500 kg. Der Stab
hat einen Durchmesser von 8 mm. Die Dehnung sei € =0.25 % und L=0.3 .

Berechne die Langenanderung, aktuelle Lange und Durchmesser und Querdehnung.
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3.4 Verzerrung und Spannung des klassischen 3D-Kontinuums
In der Elastizitatstheorie wurden eine Vielzahl von Verzerrungsmalfien (Verzerrungstensoren) und

Spannungsmallen (Spannungstensoren) entwickelt. Hier verwenden wir den symmetrischen
Green'schen Verzerrungstensor G of o, = 1,2,3, sowie den symmetrischen 2. Piola'sche

Spannungstensor Saﬁ, o,p = 1,2,3, weil mit ihnen das lineare Materialgesetz und das elastische
Potential gut formulierbar sind.

Die Elemente des Green'schen Verzerrungstensors ergeben sich als ortliche Ableitungen der

Verschiebungen u nach den Koordinaten R. Allgemein gilt mit dem Deformationsgradienten F

F=E+AF mit AF=[AF,|, AF;z= g;a (3.8)
G=|Gys|=3(FTF-E)=(aF + AFT +AFTAF) (3.9)
o=t M M My Ay | (3.10)

== + + =Gg,

af ~ 2 Bo
8Rﬂ 07Ra y:18Ra 8Rﬁ

Wir definieren nun die 6x1 - Matrix der Verzerrungen €, (Zienkiewicz 1984; Bathe 1986; Kakad 1992;

Knothe und Wessels 1999),

.
€= (Gypq, Gy, Gaz, 2G1, 2Gyp3, 2Gg3) (3.11)

Diese Darstellung ist fur die weitere Matrizenrechnung sehr nitzlich.

Geometrische Linearitat heifdt, dass in (3.10) nur lineare Elemente beachtet werden,

ou
Gaﬁ:%(guR + 'B] und somit , (3.12)
B

Ry
[0, 0 O]
0 4, O
_ 0 0 Jd; 0
Matrix L = ist eine lineare Operatormatrix mit d,, (3.13)
d, d; O &F{x
0 d; J,
d3 0 Jq

Fur die Elemente des Green'schen Verzerrungstensors gilt der Zusammenhang zur Dehnung und

Scherung aus Abschn. 3.3:

Dehnung G, = %Cdso;m Scherung G B = 27’043 (3.14)

T
aso e=(er,€5,€3 Y12, Y23, Ya1) -
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3.5 Materialgesetz
Das einfachste lineare Materialgesetz fur feste Korper des klassisches Kontinuums — das Hooke'sche

Gesetz — lautet:

S =22%aﬁ Gyp => S=26 (G+1 u2u spG EJ wo spG=Gyy + Gy +Gg3(3.15)
o fB -

fir o, BAU=1,2,3,

mit den M aterialparametern:

Elastizitaétsmodul £ =26 (1+ u) (3.16)
E
Sch dul = 3.17
ermodu G 20+ 1) (3.17)
£
Poi ahl =—-1 3.18
issonz u 2% (3.18)

Es ist aus dem Zugversuch abzuleiten, siehe Abschn. 3.5.1.
Wie bereits bemerkt, der Spannungstensor ist symmetrisch, d.h. Sﬁa = Saﬁ .

Wir definieren die 6x1 - Matrix der Spannungen G und schreiben das Materialgesetz neu:
T
6= (S0, S0 Ss30 Si2s S Sa1) (319
[o=Hge] (3.20)

mit der symmetrischen 6 x 6-Material- oder Elastizitéatsmatrix

- p o
g l-pou i 0
E __P‘_____l{___l_‘f_‘_l_i _______________________
H= _ [ 3.21
L+ 0)@-2u) 20-2m 0 0 (3:2)
0 0 J@-2m) 0
|
0 0 S-2u)
Das elastische Potential ergibt sich zu
1 1
U= JeTodv=; e Hedy, (3.22)
V0 VO
und die innere virtuelle Arbeit und Leistung des elastischen Kdrpers
oW =—[ 6" o dvy=-[ Se" Hedv,, (3.23)
VO VO
SR =—[ 8eT o dVp=—[ 6T HedVy| (3.24)

Vo Vo
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3.5.1 Der Zugversuch
Mittels eines Zugversuches laf3t sich ein Zusammenhang zwischen der Spannung und der Dehnung

herstellen. Im Zugversuch (vgl. Werkstofftechnik) wird ein genormter Zugstab (Bild 3.7) mit
Kreisquerschnitt dg, festgelegter Messlinge ¢y und einer bestimmten Oberflichenbeschaffenheit belastet

und dabei das Spannungs-Dehnungs-Diagramm (Bild 3.8) aufgezeichnet.

Nennspannung o = Ll mit Dehnung €= f=lo = At (3.25)
Ao lo Lo
| 2, A, (Querschnittsflache)
F [ ) / F
—— — - ———— - _._._I _____________ | ——
[ Y )

Bild 3.7: Der genormte Zugstab (DIN 50145) zur Bestimmung des Spannungs-Dehnungs-Diagramms

G 4  Zugspannung Hierin bedeuten:
Em . Op: Spannung der Proportionalgrenze
& o, mit Proportionaldehnung €p
E 10p Hieraus entnimmt man das Hooke'sche Gesetz.
Ao Og: Spannung der Elastizitatsgrenze
\ tanoe = — _ _
o Ae - Ricknahme der Belastungen ergibt wieder den
0 : : .
€p Dehnung € Referenzzustand des Bauteils (elastischer Bereich)
-~
elastischer plastischer Re: Streckgrenze
Bereich Bereich

) , . Wird zur Beurteilung der Tragféhigkeit einer
Bild 3.8: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fur

Baustahl Konstruktion verwendet. Wenn Wert nicht auffindbar,
austa
nehme Rp ( 5 - bei 0.2% plastischer Dehnung.

Rpm: Zugfestigkeitswert (Kaltfestigkeit).

Sie bezeichnet z.B. die Baustahle.
(St37 hat Ry, = 370 N/mm? bei R, = 240 N/mm?)

G7: Bruchnennspannung mit Bruchdehnung €,

Aus Op in Bild 3.8 bestimmt man den Elastizitatsmodul E.

Somit gilt fiir das (lineare)

Hooke'sche Gesetz o =E € oder e:% (3.26)

Es beschreibt den einachsigen Spannungszustand, vgl. Abschn. 3.2.1 und 3.3.1.

Im der englischen Literatur wird E als Young's modulus bezeichnet.
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Der Elastizitatsmodul E ist eine wichtige Materialkenngrof3e. In Tabellenbiichern kann man Werte fur E

nachlesen. Tabelle 3.1 zeigt einige Richtwerte, vgl. Vorlesung Werkstofftechnik.
Die Querkontraktionszahl W ist neben E die zweite wichtige MaterialgroRe, vgl. (2.8). Hierfur gelten die

Grenzwerte: W = 0 bedeutet keine Querdehnung, | = 0.5 bedeutet inkompressibles Material.

Werkstoff Elastizitdtsmodul Gleitmodul Querkontraktions- | Warmeausdehnungs-
E (N/mm?) G (N/mm?) zahl B (-) koeff. a(K 1)

Stahl / Stahlguss 2.1.10° 0.3 12.10°6

Grauguss 0.8:10° 0.1..0.2 9-10°

Kupfer 1.2:10° 0.3 16-10°°

Messing 0.9-10° 0.3

Aluminium 0.7-10° 03 23-10°°

Stahlbeton 0.410° 0..0.16

Buchenholz 0.16-10° 0

Gummi 2..3 0.5

Glas 0.72-10° 0

Tabelle 3.1: Materialeigenschaften technisch wichtiger Werkstoffe

Fur die Scherung in Bild 3.5 gilt ein &hnliches Gesetz wie fiir die Dehnung. Der lineare Zusammenhang
von Schubspannung T und Scherung 7y lautet

=Gy oder y= é mit  Schubmodul G= ﬁ (3.27)

Mit der Beziehung (3.17) kann mittels Elastizitatsmodul E und Querkontraktionszahl m der Schubmodul

(oder Gleitmodul) G berechnet werden.

Ubung 3.3:: Bestimme den Schubmodul G fiir Stahl und Aluminium. Trage die Werte in Tab. 2.1 ein.

Ubung 3.4: Ergénzen Sie die Tabelle durch weitere Werte aus der Literatur, z.B. Hutte.

Ubung 3.5: Bestimme aus (3.20) die Elemente G414 und G1,.der Spannungsmatrix ©.
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4 Grundgleichungen des Euler-Bernoulli-Balkens

4.1 Modellannahmen

Das Balkenmodell (Bild 4.1) nach Euler-Bernoulli (um 1700) ist ein besonderes Modell der

Kontinuumsmechanik. Im Sinne der klassischen Kontinuumsmechanik weist es anisotropisches
Verhalten auf, da im Querschnitt keine Verformungen zugelassen werden, jedoch senkrecht dazu. Dann
entspricht es einem Cosserat-Kontinuum, da wir Momente am Partikel berticksichtigen. Fir schlanke
Kdrper (Balken) ist dieses Modell zul&ssig.

Der Balken besteht aus starren Scheibenelementchen, die elastisch verbunden sind (Bild 4.2), und hat
somit nur eine materielle Koordinate — die 1 oder x-Achse l&ngs der neutralen Faser. Die vier zulassigen
Verformungen sind Dehnung in Langsrichtung, Biegung in 2 Querrichtungen und Torsion um die

Langsachse.

Weiter missen wir flir eine reine Biegung in z-Richtung folgendes annehmen:

1. Der Querschnitt ist symmetrisch beziglich der z-Achse.

2. Die Belastungen greifen im Flachenschwerpunkt S der Stabachse an, in Form von Lasten in z-
Richtung und Momente um die y-Achse.

3. Der Belastungszustand ist von allen anderen Belastungen entkoppelt und liefert nur die
SchnittgrofRen: Biegemoment My, = M und Querkraft Fq = Q. => keine Dehnung, keine Torsion.

4. Die Querschnitte des Balkens sind sehr diinn im Vergleich zu der Balkenlange.
=> Die Scherung infolge der Querkraften wird vernachlassigt => schubstarrer Balken.

6. Die Querschnitte bleiben eben und verformen sich nicht (A = Ag). Sie stehen immer senkrecht zur
Balkenachse. Jedes Scheibe der Lange Ax des Balkens wird nur in der x-z-Ebene verschoben und
verdreht. (Bernoulli-Hypothese um 1700).

7. Die Balkenachse erfahrt infolge der Biegung somit keine Dehnung => neutrale Faser.

F dx

B X
S _neutrale Faser_ N

Balken

A L Yc

(¢
x
L (o
oS
|
I
<
-
a—
N

M(x)
M / M(x)

<
neutrale Faser

Bild 4.1: Der Biegebalken und seine Modellannahmen.
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Im 3D-Fall muss die Bewegung der Scheibenelemente zunachst geometrisch nichtlinear beschrieben
werden. Sie erlauben Berechnungen fiir Knicken, Kippen, gekoppelte Biegungen etc. In den linearen
Gleichungen kénnen dann aber alle Verformungen entkoppelt betrachtet werden und zwar einzeln oder

gesamt.

1 plane beam section in
actua configuration
and section frame

{P.€}

body
reference frame

{oi, &}

~undeformed
central axis

plane section
elastic suspension

deformed
% central axis

ty

plane beam section in
actual configuration
and section frame

{P.€}

body
reference frame
{Oi, e}
2
undeformed
~ central axis
1~ -
~

Bild 4.2: Das Scheibenmodell des Euler-Bernoulli-Balkens.
Seine Verschiebungen u' und Verdrehungen 8' am Ort R infolge der SchnittgréRen f1, my, mg, t4.

Wir definieren folgende Verschiebungen und Verdrehungen eines Scheibenelements am Ort Ry = x im
Punkt P der neutralen Faser:
Verschiebung u(x)= (U U, Us)' (4.1)
Verdrehung  9(x)= (8, 9, o) (4.2)

als Drehwinkel der Orientierung von e=0(9) e in der Drehfolge 1, 2, 3.
mit ©(¥) als 3x3 Drehmatrix.

Fur den schubstarren Balken sind
die drei Verschiebungen uq, uy, uz und die Verdrehung ¢ unabhéangige Verformungsgroflzen.

Die Drehwinkel 9, v}3 sind von u,, ug abhéangige GroRen.
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4.2 Verzerrungsmalle

Als Verzerrungsmafle werden verwendet:

e(X)=(e1 k3 —Kk K‘l)T. (4.4)

Die Langsdehnung &, ergibt sich aus der Anderung der

Ry
Bogenlange S(x) = [ §(x) dx  with (%) =(100)% +(;30)2 + (15(09)2 (=5
0

zu g=5(x)-1

K1 1 0 - nl92
Fur die Krimmungen gilt x=|x, |=|0 cosd; sind, cost, o
K3 0 —siny; cosv; cosy,

Vielfach kénnen wir nehmen, dass die Verformungen klein sind (Bild 4.3), d.h. lineare Balkentheorie.
=> Gleichgewicht kann am unverformten System aufgestellt werden (Theorie 1. Ordnung).

Ausnahme: Stabilitdtsuntersuchungen; dort wird das Gleichgewicht am verformten System

aufgeschrieben.

| 5 mm (klein!)

- »

Bild 4.3: Was bedeuten kleine Verformungen (nur ein Anhaltswert)

Nach linearer Balkentheorie schreibt man:

& U
K3 uy . , d(.)
= = t () =—7"
£(X) ) Y mit  (..) I (4.5
K1 1

und findet fir die drei Drehwinkel in linearer Theorie
191 191
B(X)=| 0, |=|-Us |. (4.6)
O3 Uy
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4.3 Modellparameter
Um das elastische Potential anzugeben sind neben den Materialparametern in Abschn. 3.5 folgende

Parameter der Balkengeometrie erforderlich:

Die Léange des Balkens ¢ (m)

Querschnitt A = [dR, dR; = [dA (m?) (4.7)
Ao Ao
Flachentragheitsmomente um 2- und 3-Achse J3 = J REdA, Iy = j REdA (m%) (4.8)
Ao Ao
gemischtes Flachentragheitsmoment J,; = j R,RydA=0 (m% (4.9)
Ao

fur Profile, deren Koordinatensysteme nicht parallel zu Symmetrieachsen liegen.

Flachenmoment der Torsion J; (m?).

Ubung 4.1 Bestimme die Geometrieparameter eines Balkens mit Vollkreisquerschnitt bei d = 12 mm.

Ubung 4.2 Bestimme die Geometrieparameter eines Balkens mit Rechteck-Vollquerschnitt der Hohe h =

3 cm (y-Achse) und Breite b = 1 cm (z-Achse).
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4.4 Elastisches Potential und Schnittgro3en

Das elastische Potential (3.22) und die innere virtuelle Leistung in (3.24) des Balkens lauten mit (3.20)

/
U =2 f(£Acf+G I kf+ £ I5x5 +Z 3y x3) dx (4.10)
0

OB =- (6é1ZA81+5k1gJT Kl+5k3ZJ33K3+5szJzzK2) dx

(4.11)

(£&v)" H (£ v) dx

o=~ O~

mit der Matrix der Verformungskoordinaten v, der Material-Matrix H und der linearen

Operatormatrix L :

U £A 0 0 o0 g 0 0 0
U, 0 ZJi3 0 0 0 4 0 O J
= , H: ,L: ,a:_. 412
vOI=1 G, 0 0 3, O 0 0 2 of AT ¥
o 0 0 0 GJt 0 0 0 &

Die SchnittgroRen des Balkens am Ort x in Bild 4.2 erhédlt man aus der Spannungsbeziehung (3.20) zu

f1(x) ZA U (N)

ms(X) | | £J33 Uz (Nm)

“mp( |7 EVOD= g g ey | 90} (4.13)
t,(x) £ 9] (Nm)

Ubung 4.3 Stelle die Biegegleichungen fiir die x-y-Ebene auf.
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5 Ritzansatz und Finite-Elemente-Approximation

5.1 Ansatzfunktionen

Die Variationsgleichung der virtuellen Leistungen (3.1) beinhaltet Ableitungen nach der Zeitt (wegen der

Beschleunigung a der Partikel am Ort P ) sowie Ableitungen nach dem Ort R (wegen der Berechnung
der Verzerrungen €, siehe (3.12) mit (3.13) ).

Eine analytische Ldsung solcher partieller Differentialgleichungen ist fir einfache Falle mit Hilfe des
Separationsansatzes moglich, vgl. Abschn. 1.1. Dabei wird die Gleichung in eine zeitabhangige und eine
ortsabhangige Gleichung getrennt, (Schwertassek und Wallrapp 1999), Abschn. 5.1.

Anstelle der exakten Losung der ortsabhéngigen Gleichung kann man einen Ritzansatz anwenden,
(Schwertassek und Wallrapp 1999), Abschn. 5.1. Stellt der Ansatz ein vollstandiges Funktionensystem
dar und erfillt dieser die Randbedingungen, so konvergiert die Losung gegen die wahre Losung. Fur den
gesamten Korper kdnnte man sich z.B. Funktionen F(R), gewichtet mit noch unbekannten Faktoren g,
ausdenken, die die statischen und dynamischen Verformungen hinreichend genau beschreiben. g sind

somit die neuen Unbekannten, die Zustandsgr6f3en des Systems.

Folglich gilt fir die Verschiebung u und Verzerrung €, bzw. virtuelle Verzerrungsgeschwindigkeiten (mit

linearem Ritzansatz)

URY=FR)q®), u(RY)=F(R)a(n), (5.1)
e(Rt) =L u(Rt)=LF(R)q(t)=B(R)q(t), a&(R,t)=B(R)dy(t). (5.2)

B(R) =L F(R) wird asVerzerrungsmatrix bezeichnet.

Von den Ansatzfunktionen wird gefordert, dal® sie den kinematischen Randbedingungen geniigen.
Die Integraldarstellung garantiert, daf3 auch die kinetischen Randbedingungen im Rahmen der durch
die Wahl der Ansatzfunktionen gegebenen Freiheiten erfillt werden!

Jeder Ansatz stellt eine Naherung der Lésung des Problems dar!

Wird fur u ein Ritzansatz eingebracht, so spricht man von der Verschiebungsmethode.
Man kdnnte auch fur die Spannungen einen Ansatz liefern, dann nennt man das Kraftmethode.
Verwenden wir als Ansatzfunktionen eine endlich Zahl von Eigenfunktionen, vgl. Abschn. 1.1, so spricht

man von der Modalapproximation
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Ubung 5.1: Die Durchbiegung eines Balkens soll mittels Ansatzfunktionen berechnet werden. Wir wihlen

als Ansatzfunktionen die ersten drei Eigenmoden des beiderseitig gelenkig gelagerten Balkens.

Balken

F

A \ VC dx

[
LI
—
14
Zy
dx
A X -
M(x)/
Mmax
M
\

Ei genfunktionen Bi egung fuer Randbdg. gel enk - gel enk
1

0.75 N

sl
0.25 //

/K
X

\

\
0 \ A\

/\

/
N
\/A/\
X

0.4 0.6 0.8

Werte:

f=1m,c=0.6m,

Querschnitt; h =0.02 m, b =0.05 m,
Material Alu. : r = 3000 kg/m3.

F =200 N.

Funktionen:
W, = 0.816497 Sin[3.14159 X]

W, = 0.816497 Sin[6.28319 X]
W3 = 0.816497 Sin[9.42478 X]
W, = 0.816497 Sin[12.5664 X]
Ws = 0.816497 Sin[15.708 X]

Vergleiche die Lésung mit der analytischen

LOsung.
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5.2 Finite Elemente und Interpolationsfunktionen

Fur beliebig geformte Kdérper und Strukturen sind aber geeignete Funktionen nicht auffindbar. Deshalb
der Gedanke, den Korper in eine endliche Zahl kleiner Elemente mit dem Volumen VOe — die finiten
Elemente — zu unterteilen, fir die ein einfacher Polynomansatz Uber den kleinen Bereich das
Verformungsverhalten hinreichend genau beschreibt.

In Bild 5.1 ist ein Winkel dargestellt. Fir den gesamten Winkel analytische Funktionen zu finden ist nicht
moglich. Da der Winkel sehr schlank ist, kdnnte man ihn durch Balkenelemente modellieren und ihn
unterteilen. Es werden 3 finite Balkenelemente mit 4 globalen Knoten gewahlt.

Andere wichtige finite Elemente sind in Tabelle 5.1 dargestellt. Darliber hinaus bieten FEM-Programme,
wie z.B. ANSYS ein Fille von Elementen, deren Einsatz aber auch gelernt werden muss. Nicht jede

Elementbeschreibung flihrt zu einem guten Ergebnis.

Knoten @
Element 3 ‘
/3
§2 ‘4\
T Element 1 Element 2 |
3
‘ Y3
i, 4D ® ®
{ng} ei 7777777777777777777777
€,
€3 it /2

Bild 5.1: Winkelstruktur mit 3 Elementen vom Typ Balken und 4 Knoten.

Zur Beschreibung der Partikelbewegung (Punkt P ) im Element e sei auf Bild 5.2 verwiesen:
Mit der Orientierungsmatrix (Drehmatrix) G°(g®) und der Position R® des Element-Koordinatensystems

bezlglich dem Kérperbezugssystem und den materiellen Koordinaten x im Element findet man

PositionvonP  r(R,t)=R+u(R,t)=R®+ G x+G fu(x,t), (5.3)

T . ... .
mit e€=G°e, R=R®+G° x alsdiePosition des Punktes im Referenzzustand und €u
als die Verschiebungen im Elementsystem.

Continuum

Element frame
{0 €%}

Finite element e

Body fixed
frame

Bild 5.2: Allgemeine Definitionen eines finiten Elementes im elastischen Korper.

(Unterstreichungen bedeuten hier physikalische Vektoren)
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Tragwerkstyp Verschiebungsvekior | Belastungsvekior Schninkrafrvektor Verzerrungsvektor
u P o ¢
[niegrations- . . . . , .
mc[fmk;m Bezeichnungien) Bezeichnung(en) Bezeichnung(en) Bezeichnung(en)
Einheit Einheit(en) Einheit{en) Einheit(en) Einheiy(en)
Dreidimensionales - -
Kontinuum fu, v, w (X, v, 2} 10,/ 0,000 Ty Tya o T JHE &G0 800 Ny o Yoz o Yax]
. . X ) Nomal- Schub- Schub-
Volumen Verschicbungen Volumenlasten spannungen spannungen Dchnungen rrngen
m m N/m? N/m’ 1
Scheibe {fu, vi {Far B {ng, n, nyl (&, &0 %y )
Verschiebungen in Flachenlasien in Normal- Dehnungen Schub-
Flache der Bezugsflache der Bezugsflache ke Shub , vereeming
in der Bezugsfache
7 s 2 '
m m N/m N/m 1
Dehnstab {u) ir (N} {£)
Lings- Lings-
Linge verschiebung belastung Normalkraft Dchnung
m m. N/m N 1
Schubweiche _ - - ) \
Platte twe B By ) | 1Py Prxr Byl (M ey s Moy G Gyl X0 Xy o 2 K0 Yz o V)
Fliche Querver-  Querschnitts- | Querbe- Momenten- Bicge-  Dnll-  Quer- Krim-  Verwin-  Schubver-
schicbung  neigungen lastung  belastungen momente moment  krifie mungen dung zermungen
m? m 1 Nm’ Nm/m® Nm/m Nm/m N/m 1/m 1/m 1
Schubstarre ) - )
Plane {w} (e} im,, m,, m,) (% 0 %y, 25
b Biege- Drill- Krim-  Verwin-
Fliche Querverschicbung Querbclastung momente  moment mungen  dung
- m N/m? Nm/m Nm,/m 1/m 1/m
Schubweicher _ v
Balken row BV |t Py B {M, Q1 {x, y )
Liin Querver- ng.chnins- Querbe- Momenten- Biege- Quer- Kriim- Schubver-
B¢ schicbung  neigung lastung  belastung moment  kraft mung  zemung
m m 1 N/m Nm/m Nm N 1/m 1
Schubstarrer -
Balken {wh {p;} {M] {x}
Lin Querver- Querhe- Bicge- Krim-
ge schicbung lastung moment mung
m Il N/m Nm 1/m

Tabelle 5.1: Typen von Elementen und ihre spezifischen Gro3en. (Knothe und Wessels 1999)
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Die Ansatz- oder Interpolationsfunktionen fiir die Verschiebungen und Verdrehungen innerhalb eines
Elements sind in der Regel lineare Polynome fur Dehnungen und Scherungen bzw. kubische Polynome
fir Biegungen. Die Koeffizienten der Polynome (&hnlich den Gewichtungsfaktoren g in (5.1) ) kann man
S0 ansetzen, dass sie eine physikalische Bedeutung erlangen, namlich die Bewegungen der Elemente an
den Knoten. Je nach Ansatz sind somit bestimmte Knotenbewegungen (Verschiebungsvektor in Tab. 5.1)

zulassig.

Beispiel Dehnung des Stabes: Ein Polynom 1. Ordnung hat zwei Parameter, die durch die zwei

Knotenbewegungen, u” und uB an den Knoten A und B gewichtet werden.

Mit N€(x) als Interpolationsmatrix findet man fiir die

Verschiebungenim Element e €u(x,t) = N®(x) z8(1), (5.4)
wo z° die Knotenverschiebungen/-drehungen am Element e sind.
Die Dimension von N€ist 3¥ ng. Der Index e sagt, dass die Koordinaten von z¢ und €u in

der Elementbasis g_;%ehen werden.

Jedes Element hat R&ander, deren Bewegungen mit den Bewegungen des Nachbarelements
tibereinstimmen missen — sogenannte Ubergangs- oder Kompatibilititsbedingungen. In der FE-
Beschreibung werden diese Bedingungen nur an den Knoten gewéhrleistet. Ob Verschiebungen und

Verdrehungen erfullt werden, ist von der Interpolationsfunktion — und somit vom Elementtyp — abh&ngig.

Die Spannungen hingegen sind bei einem Ansatz (5.4) abgeleitete GroBen und kénnen somit am
Ubergang von einem Element zum néachsten nicht die gleichen Werte ausweisen. Es werden sich je nach
Belastung an den Randern Spannungsspriinge ergeben.

Man sagt: die Spannungen werden nur im integralen Mittel erfillt.

Merke:
Je feiner das FE-Netz, desto besser werden die Ubergangsbedingungen erfiillt und desto besser

kdnnen Spannungsspringe reduziert werden.

Die Verzerrungen im Element e findet man, indem man (5.4) in (3.12) einsetzt:

e®(x,t) = L N®(x) z°(t) = B®(x) z®(t)|, mit B& = L N€als Verzerrungsmatrix. (5.5)

Entsprechend gilt dann fur die Spannungen

s(x,t)=H®e®=H® L N°(x) z%(t) = H® B®(x) z°(1)|, (5.6)
mit H€ als Element-Materialmatrix, meist konstant im Bereich des Elements.

Die Interpolationsfunktionen sind so gewahlt, dass sie auch zur Beschreibung von
Starrkoérperbewegungen geeignet sind. Eine Vorgabe der Knotenkoordinaten als z.B. translatorische
Starrkérperbewegung muss alle inneren materiellen Punkte des Elements translatorisch bewegen.

Gleichzeitig mussen die Verzerrungen im Element e null sein.
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Zusammenfassung: Die Gute der FE-Approximation ist abhangig
1. von der Wahl der finiten Elemente und
2.von der Dichte der Elemente,

die das reale Verschiebungs- und Spannungsfeld eines Korpers beschreiben.

Das Elementmodell legt die mdglichen Verformungen (Verschiebungen u und Verdrehungen J),
die Interpolationsfunktionen (Matrix Ne), Verzerrungen €® und Spannungen s®,

die Materialmatrix HE und die Elementkoordinaten z€ fest.

Besitzt das Element auch Drehfreiheitsgrade, ist ein zu (5.4) &hnlicher Ansatz anzugeben.
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5.3 FE-Ansatz fur das ebene Balkenelement
Das ebene Balkenelement mit der Lange ¢ hat die zwei Knoten A und B und sechs Knotenbewegungen:

die zwei Verschiebungen u und v in 1- und 2-Richtung sowie die Verdrehung J um die 3-Achse je

T
Knoten, siehe Bild 5.3. Ng ist somit 6. Fir x gilt X = (X 0 O)

Die ebene Verschiebung im Inneren des Elements ist €u = (uq, uz)T.

Die Interpolationsfunktion ist kubisch fur die Biegung und linear fir die Dehnung. Somit lautet die 2 ¥ 6-

X
Interpolationsmatrix mit der dimensionslosen Lange X = Z , X@EO0L:
. BH- X | 0 : 0 X 0 : o -
= | | | | | -
N"() 10 11-3+2¢ | (x- 23+3) 1013 28 | 1 2+ 54): (5.7)
Bl (x1)° :
for Su(xt) = & 1§x t;:: N®(x) z°(t) mit ze:(uA Vo Ja Ug Vg JB)T (5.8)
2\
& Elemente Neutrale Faser
X P AUZ 4
{Oe,ge} Up U \ Us | ef
U C\ .. O S
X1 B
Knoten A [
w, 1 w.l 0.15
08 [ Ua=1 Tis ATt N fOl A=V
B~ 005 |
06 Ug=1 06T .
04 04 0.05 -
02 [ 021 0.1 + B:ﬂ/
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 -0.15 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
— X > X X

Bild 5.3: Ein 2D-Balkenelement und seine Knotenkoordinaten und Interpolationsfunktionen.
(Hinweis: Ersetze hierin w; durch u;)

Ubung 5.2: Bestimme die Interpolationsfunktion fiir die Neigung (u'y = Winkel J5).
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Ubung 5.3: Bestimme die lineare 2 ¥ 6-Verzerrungsmatrix B€ fiir die Verzerrungen

T
e’ = (el k3) =B® z° des ebenen Balkenelements e .

Ubung 5.4: Gebe die Spannungsmatrix s€ und Hooke-Matrix H® des ebenen Balkenelements e an.
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5.4 FE-Ansatz fur das rdumliche Balkenelement
Das raumliche Balkenelement mit der Lange ¢ hat die zwei Knoten A und B und 12 Knotenbewegungen:

drei Verschiebungen und drei Verdrehungen je Knoten, siehe Bild 6.11. nﬁ ist somit 12.

. T . . S .
Far x gilt X = (X 0 0) . Das Verschiebungsfeld ist €u = (uq, uy, uS)T. Zusatzlich ist der Drehwinkel
Jqum die Langsachse zur Beschreibung der Torsion erforderlich:

Wir definieren hier den Vektor €U = (uy, uy, uz, J 1)T. Er hat also nun vier Elemente.

Die Interpolationsfunktion ist kubisch fur die beiden Biegungen und linear fir Dehnung und Torsion,
definiert in (4.21). Somit lautet die 4 ¥ 12-Interpolationsmatrix mit der dimensionslosen L&nge

X:Z’ xX®EO0,1:

°n(x,t) = N8(x) z5(t), (5.9)
EL-X | 0 l 0 b 0 0 l 0 l
. Ap 11- 32 +2x3 ! 0 0 | 0 L Ox- 20x%+ 0x3 ]
N (X) = A I I 2 3! I 2 3! I
AO ! 0 11- 3x“+2x7 1 0 |- Ix+2(x%- IX ! 0 !
ol o I 0  li1-x| 0 | 0 |

'x, 0 1 0 0o, 0 | 0 -

013x2-231 0 10! 0 -0+ exE

iOi 0 i3x2-2x3i0i£x2-£x3i 0 -

00 0 1 0 ix: 0 1 0 °

Der Vektor der Kontenkoordinaten lautet

' ad
Element e

{O%

Node A

Bild 5.4: Ein 3D-Balkenelement und seine Knotenkoordinaten.
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6 FE-Struktur und deren Bewegungsgleichungen
6.1 Die FE-Struktur

Alle Elemente, e = 1, ..., ng, bilden die finite Elemente-Struktur (FE-Struktur) des elastischen Korpers.

Die Bewegung der FE-Struktur wird durch die Bewegung der Knoten k =1, ..., nx des Korpers

beschrieben, siehe Bild 6.1.

Knoten @
Element 3 ‘
| 3
l
€ “\
Element 1 Element 2 |
|73
. @ ® ®
O',e' N -
08} &
&
ot 02
Bild 6.1: Struktur mit 3 Elementen vom Typ 2D-Balken und 4 Knoten.
Die Elemente 1 und 2 sind parallel zur Kérperbasis, Element 3 ist um }/§:+90° gedreht.
(Index unten gibt die Drehrichtung vor, Index oben ist der Elementindex)
Die Gesamtheit aller Knotenbewegungen liefert den Zustandsvektor der freien FE-Struktur:
: UK
Zustandsvektor der freien Struktur zg = z'é mit z',é =« (6.1)
. v

und der Dimension ng = nk ny.
ng ist die Dimension von zf, deren Verschiebungen und Verdrehungen bez. der
Korperbasis definiert werden.

Mit einer Transformationsmatrix T® lassen sich die Element-Knotenkoordinaten z€ aus dem

Zustandsvektor berechnen. T€ beinhaltet somit die Zuordnung und die Drehung des Elements. Es gilt

Element-Transformation z°(t) = T®zg (1) (6.2)

mit der Dimension fiir T® = ng x ng . Daraus folgt

u(x,t) =T N8(x) T® ze(t) wo x=T® (R _ RE) (6.3)

Die Verschiebung aller Punkte R ist gegeben in (5.1) zu U(R,t) = ®(R) q(t). womit nun gilt

Ne
®(R)= D> T NE(x) T® und q(t) = z()

e=1

Merke: Die Knotenbewegungen der freien FE-Struktur ( Zustandsvektor zg )

miissen mit den Knotenbewegungen der finiten Elemente ( z® ) vertraglich sein.
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AuRerdem missen die Randbedingungen erfiillt werden, vgl. Bild 2.2.
Kinematische Bedingungen auf dem Rand A, (Rand- oder Lagerbedingungen) bei vorgegeben

Verschiebungen U(R,t) lauten
0
=0
= |zp=Jr yg +JF Z¢ (6.4)
mit yg Lage-Zustandsgrof3en der gelagerten FE-Struktur der Dimension f = ng - nc

u(R,t)=u(R,t) => Bedingungen am Knotenk : z'é = ZE :{

Kinetische Bedingungen auf Ap (Belastungen am Rand) bei vorgegebenen Randlasten d_Pn sind

0
dP,(Rt)=dPn(R,t) => Krafte/Momenteam Knotenk: hg; =| hE (6.5)
0
Ubung 6.1: Bestimme GroRen zur ebenen Winkelstruktur (Bild 6.1 und 6.2).
’ |
Element 3 ‘
€ ‘
T Element 1 Element 2 ‘
Z
A0 @ ®
(CT'Y o —— L

Bild 6.2: Eingespannte ebene Winkelstruktur mit 3 Elementen und 4 Knoten unter Belastungen.

V erwendete finite Elemente:

Jakobimatrizen Jg

Lastvektor hgs infolge F an k= 4:

Volumenkréfte ko® infolge Erdbeschleunigung g:
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6.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen
Aus dem Prinzip der virtuellen Leistungen (3.1) lassen sich fiir beliebige virtuelle Geschwindigkeiten die

Bewegungsgleichungen ableiten. Dazu setzen wir die FE-modellabhangiger Gesetze ein, wie
die Interpolationsvorschrift fiir die Verschiebungen (5.4) u(x,t) = N¥(x) z(1),

das Materialgesetz (5.6) fur das Element, o°=H"®€® mitder Verzerrungsbeziehung
£°(x,t) = B®(x) z°(t)

die Volumenkraftdichte ko® infolge Gravitation g und Oberflachen- / Knotenkréfte hgy,

sowie die Strukturdaten R®, T®, z¢, hg, J, j,: aller Element und den Lagerbedingungen.

Das Volumenintegral in (3.1) und (3.24) ergibt sich bei ng finiten Elementen zu

Javo=Y" [dv§ (6.6)

Man erhalt somit aus (3.1) mit den Lagerbedingungen (6.4) und Randbelastungen (6.5)

T & el [ e ) & ol [ oeT
8zF| Y, T® [ N® p§N°aVT® 2 + > T® [ B® H®BdV T® 7 -
e=1 ng e=1 ng
M© K®
G e [ el (6.7)
> T® [N pSavIeg+hy =0 '
e=1 Vée
%/—J
CP
he
unter Beachtung der Nebenbedingung zg = Jg Vg + Jg Z¢
Daraus folgen die Bewegungsgleichungen der gelagerten Struktur in den Koordinaten zg
MF 2F+KF ZF:hF+HF WO ZF:JFyF+szF (68)
he sind diezu z gehdrenden Reaktionskrafte der Lagerung.
Diereduzierten Bewegungsgleichungen lauten
Mey Ve +Kpy YE=hg, mit
; . T (6.9)
MFy:JFMF‘]F’ KFy:‘]FKFJF’ th:‘]FhF
Fur die Lagerkraftegilt f=JF he =JF Mg Zg + IF K e(2z) e — IF he (6.10)

Einfache Dampfungsmodelle werden hinzugefugt mit +Dg 2,:.
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Die Elementmatrizen lauten somit

Massenmatrix  M®= [ N®' p§N°dv, Steifigkeitsmatrix K©= [ BS'HeBedV

A Vo

° . ° (6.11)
Einflussmatrix bei Erdbeschleunigung Cf = I N® pgdVv

Vo

Die linearen Systemmatrizen der gesamten freien Struktur (ohne Randbedingungen) berechnet man

aus:

Ng T Ng T
Massenmatrix M=) T® M®TS Steifigkeitsmatrix Kp=), T® K®T®

e=1 e=1
Ne
Einflussmatrix bei Erdbeschleunigung Cpy = Y, T'ETCte re (6.12)
e=1

Gesamt — L astvektor hg =Cg g+ hgg

Beachte: Erdbeschleunigung g ist eine negative Linearbeschleunigung ars des Referenzsystems.

Man kénnte noch weitere Lasten sich vorstellen, z.B. Fliehkréfte infolge Rotationen, Drucklasten an der

Oberflache, Vorspannungen, Vordehnungen etc.. Letztendlich missen alle Lasten auf den
Knotenlastvektor hg umgerechnet und dort aufsummiert werden.

Wirde man die geometrische Nichtlinearitat der Verzerrungen in (3.10) beachten, erhéalt man
nichtlineare Gleichungen, die fur groRe Verformungen brauchbar sind. Das Materialgesetz (3.20) ist
dabei immer noch linear. Auch kénnte man ein nichtlineares Materialgesetz (physikalische

Nichtlinearitat) beachten, was fir plastisches Verhalten und z.B. fiir Kunststoffe notwendig ist. In diesen
Fallen ergibt sich eine Steifigkeitsmatrix K(zg).

Ubung 6.2: Zeige auf, wie sich die lineare Steifigkeitsmatrix Kg berechnet.
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6.3 Problemklassen und Losungsanséatze

Problemklasse

Gleichungen

Loésungsverfahren

¢ Lineare Statik

e Lineare Dynamik

* Nichtlineare
Statik

* Nichtlineare

Dynamik

lineare, gewothnliche Gleichungen
K = ZF = hF + EF,
Zr=Jp YF+Jr Z¢

lineare Differentialgleichungen, homogen
oder inhomogen
Ze=Jp Y+ Jr Z¢

nichtlineare, gewdhnliche Glgn.
Ke(zr) zr =hg + hg,
Zr=Jp YF+Jr Z¢

nichtlineare Differentialgleichungen
Ze =Jp Y+ Jr Z¢

Linearer Gleichungsléser wie

Cholesky Verfahren

Eigenwertberechnung nach
Housholder
Numerische Integration nach

Newmark
Newton-Raphson Iteration mit

Cholesky Verfahren

Numerische Integration nach

Newmark mit Iteration

Merke:

1. Statiklésungen sind so gut, wie die Elemente den exakten Verzerrungsverlauf und damit den

Spannungsverlauf beschreiben.

2. Eigenfrequenzen sind i.a. nur im ersten Drittel zu verwenden, die oberen sind zu hoch.

Die Eigenfrequenzen werden von oben her an die wahren Werte angenéhert.

Mit diesen Angaben kdnnen Sie in Maple / Mathematica / Matlab

ein FEM-Programm flir ebene Balkenstrukturen schreiben!

Setzen Sie ein kommerzielles FEM-Programm (z. B.. ANSYS) ein und prifen Sie die Ergebnisse

nach.

Wahlen Sie andere finite Elemente und vergleichen Sie die Resultate.
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6.4 Die Elementmatrizen ebener Balkenelemente
Wir benutzen die Verformungsgréf3en, Element-Knotenkoordinaten und Interpolationsmatrix aus
Abschnitt 5.3. Es gelten somit (5.7) und (5.8) als

e _ ul(éit)
Hen= (Uz(f,t)

Ist (€ (m) die Lange eines Elements,
A® (m?) der Querschnitt und

pg (kg/m3) die Massendichte im Referenzzustand,

j:Ne(é)ze(t) mit ze:(uA Vo Ua Ug Vg ﬁB)T,éz%,ée{O,]}

so gilt mit (6.6) fur das Massenintegral in (6.11)

0® 1 1
[ p§C.)av =pSA°] (..) dx=p§A%e[ (.) dE=mP (. d&, wo (6.13)
A 0 0 0
pg A%°=m® die Elementmasseist. (6.14)

Aus (6.11) mit (6.13), (6.14) berechnet man die Element-Massenmatrix

140
0 156 sym.
1 e e e2
T m 0 220 4/
M€ =m®|N® NE€ (&) déE= — und 6.15
(J) (E)N*(c) ds 420| 70 0 0 140 (6.15)
0 54 13¢* 0 156
|0 1% ¥ 0 -220° M

/600 60 0

1
cteT=mejNe(§)d§:T—2 06 (° 06 —* (6.16)
0 0O 0 0 OO0 O

Mit der Verzerrungsmatrix €% und Spannungsmatrix 6€ sowie der Hooke-Matrix H€, (5.5), (5.6)

ern (€1 ]_[Y)_ e e ne _N,l*(é)) e [f2) e e e_(ZA o)
S(X)_(KgJ‘(ug)‘B z', B (5)—( 5 @) "\ =Hoe% Ho=| o )6 17)

findet man die lineare Element-Steifigkeitsmatrix

Aegez
0 12J§3 sym.
Ke g e £l o0 6J53(°  43530%
= | BS @H B OV ="5
e A N 0 0 A/
0 e e e e
~12305; 6355/ 0 1235
0 6I3® 205 0 -6J53(° 43507

Ubung 6.3: Schreibe ein Programm zur Berechnung der Elementmatrizen des 2D-Balkenelements.

(6.18)
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6.5 FEM-Analyse einer ebenen Balkenstruktur
Fir die in Bild 6.13 gezeigten Winkelstruktur sollen die Bewegungsgleichungen aufgestellt und die lineare

Statik sowie die Eigenfrequenzen berechnet werden.

F @
’ |
Element 3 ‘
ZT Element 1 Element 2 w
Z 5 \@
Z ® ‘
{O.8 ; e Jﬁ ’’’’’’’’’’’’’ T
Z
z

Bild 6.13: Eingespannte ebene Winkelstruktur mit 3 Elementen und 4 Knoten unter Belastungen.

Der Zustandsvektor der freien Struktur, (6.36), hat die 12 Elemente,

T
z,::[uD v [FuDVD W |% a' D19D|uD v ¢ ]
der Zustandsvektor der gelagerten Struktur

ye=[u” ¥ B TuOvO @ b R 9] daz=u’ ¥ 9] -0

Ubung 6.4: Aufbauend auf die Ergebnisse in Ubung 6.3 bestimme die drei Transformationsmatrizen T€

sowie die Systemmatrizen

4 4 4
1) T T
Me=>T® M®T® Ke=>T® K®T® Cgr=DT° Cf, he
e=1 e=1 e=1
unter Verwendung eines ComputerMathe-Progrmms.
Die Geometriedaten und Materialdaten sind:
Element 1 und 2:

Lange =1 m, H6he = 0.009 m, Breite(z) = 0.2 m, Dichte p = 3000 kg/m3, E = 7e10 N/m?.

Element 3:
Léange = 0.4 m, H6he = 0.0095 m, Breite(z) = 0.2 m, Dichte p = 7895 kg/m3, E = 21e10 N/m2.
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Ubung 6.6: Mit Hilfe der in Ubung 6.5 ermittelten Systemmatrizen berechne aus der linearen Statik die
. T
Verformungen infolge g:(O -9.81 O) m/s2 und F = -200 N.

Ermittle auRerdem die Lagerreaktionen

he=[R” F £ o 0 o0lo o ofoo o]T bzw. F=[F" R ]T

f e
und die Schnittgréf3en im Winkel (Spannungen elementweise o= [ le =H¢ ee).

Ubung 6.7: Mit Hilfe der in Ubung 6.4 ermittelten Systemmatrizen berechne aus der linearen Dynamik

die Eigenfrequenzen und Eigenformen des Winkels.





