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A Derivation of Eqs. of Motion
A.1 Rigid Body Equations

Die Bewegungen eines aus dem MKS herausgeschnittenen Kérpers (Bild 2.4) werden beziiglich einem
Inertialsystem beschrieben. Das Inertialsystem ist fest mit dem Gestell verbunden und bewegt sich
nicht. (Gestelle mit konstanter Geschwindigkeit werden jetzt nicht betrachtet)

| Wihle das Gestell bez. Inertialsystem dort, wo man annimmt, dass sich diese Umgebung nicht bewegt!

Freischneiden heilit, alle Gelenke und Kraftelemente durchschneiden und die Schnittkriafte und -

momente Fki und Mki an den Korpern i und j einzeichnen.

Fir Kraftelemente miissen wir ein Kraftgesetz angeben, siehe Abschn. 2.4. Fiir die Gelenke konnen wir
nur ihre Wirkungsrichtung nach der Art des Gelenks angeben, siehe Abschn. 2.3.

Weiter konnen sonstige eingepriagte Kriafte am Korper i aktiv sein, z.B. die Gewichtskraft FGi

Gelenk g | Kirper i Budirper §

Bubrpeer j

Gielenk g
durchgeschnitten ™.

[nertialsvsiem

Bild A-1: Kinematische und kinetische Groflen am starren Korpers. Kraft ist positiv am Koérper i !

In den folgenden Bewegungsgleichungen sind alle kinematischen und kinetischen Vektoren

im kérperfesten Koordinatensystem (Basis €;) dargestellt.
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Zusammenfassend kann man schreiben:

Ein freier starrer Korper hat 6 FHG im Raume, deshalb sind 6 Koordinaten der Lage und 6

Koordinaten der Geschwindigkeit erforderlich:

Position und Orientierung des Kérpersystems {0,', éi} beziglich dem Inertialsystem {01 ) é[} sei

T .
gegeben durch die Koordinaten des Ortsvektors p; = (pix Piy Piz) und Drehmatrix Al (%;) mit den

Winkeln 9; (vgl. Rechenregel 5) und die Geschwindigkeiten seien v; und @;- so lauten die

Koordinaten der Lage p; = [‘B

l

P Vi
und der Geschwindigkeit z,= o

E p
Zwischen ihnen gilt Glg. p, =Z,z, wobei Z, 2[ ) (DGL der Kinematik) (2.1)

0 H'
Matrix E ist eine 3x3 Einheitsmatrix und H; ist die Matrix der Drehkinematik, siehe (2.6)

Die dynamischen Glg. lauten (kompakt)

M, z,+Q,=h| (2.2)

(Masse mal Geschwindigkeitséinderung ist Summe aller Krafte)
mit M; als symmetrische Massenmatrix und Q; als Matrix der gyroskopischne Krifte. In h; sind

alle dulleren Krafte und Momente zusammengefal3t.

Verwendung des Punktes O;, der identisch Schwerpunkt S; ist, dann gilt:

Er gelten die Aussagenrg; =0undp; = pg;

M mE 0 m,m, v, b F,
.= , =] . , h = 2.3
l 0 ISi Ql (DiISi 0‘)1' l MSi ( )

Hier sei m; die Masse, und Ig; die Massentrégheitsmatrix bez. S; des Kérpers i sowie F; die
Summe aller Krifte und Mg; die Summe aller Momente um S; .

Verwendung eines beliebigen Punktes O; n Schwerpunkt S;, dann gilt:

M mE  —m,Tg Q m, v, +mo,o,r, h F,
i = = ’ i = ~ o~ ~ 9 i: (24)
m\Xg | B mt,®,v,+0,1, o, M,,

Hier sei m; die Masse, rg; die Position des Schwerpunktes und I); die Massentrégheitsmatrix bez.
O; des Korpers i sowie F; die Summe aller Kréfte und M(); die Summe aller Momente um O; .

Hinweis: Die 6 DEs der Kinematik und die der Kinetik sind in sich gekoppelt.



MDA — Appendices — V1 133 0. Wallrapp, HM, FK06

A.2 Eqs. of Motion Using Linear and Angular Momentum

Fir den freigeschnittenen Kérper ¢ sind die kinematischen und kinetischen Gréf3en aufzustellen.

Orientierung, Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

Das Korpersystem {0,', éi} , das fest mit dem Korper verbunden ist, (d.h. der gesamte Korper in Bild
2.5) dreht sich gegeniiber dem Inertialsystem {01 ) é[} .

Es gilt mit Drehmatrix AIi (o, B, 7), wo a, B, vy die Kardanwinkel der Drehmatrix, vgl. Rechenregel 5:
¢ =A% una A=Al or  la;=AfT Al (2.4)
Dabei sind 0; = i(oi die Koordinaten des Winkelgeschwindigkeitsvektors @; des Kérpersi bez.

Inertialsystem, dargestellt in der Basis €;.

Umrechnung 16),' =All w; (2.5)

Fir die Winkel-Drehfolge x - y - z gilt aulerdem:

cosy _siny 0
Wiy cosfBjcosy; siny; O)( % cos 3 cos 8
Wjy |=| —cos B;siny; cosy; O ﬂi = 9= siny cosy 0|w; 2.6)
o sin B; 0 1)\ y; —tanfcosy tanfBsiny 1 @
®;, = H; 131' = 131' = Hi_l W;
Fir kleine Drehungen -> Linearisierung: H =~ E --> i(D,' = 1(0,' =B 2.7
Fir Drehungen in der x-y-Ebene gilt ICO,'Z = ia)iz =W =y (2.8)

IO'J,' sind die Koordinaten des Winkelbeschleunigungsvektors C?.),' des Korpers i bez. Inertialsystem,
dargestellt in der Inertialbasis. Es gilt mit (2.5)

; o N X R . ~
Id)i = %(Ah (0,') = Al ®; +Al ®;, = Al ®; ©; + Al ®; . Wegen ®; ®; =0 folgt
foi A" o 2.9)

[nertialsystiem

it

Bild A-2: Zur Kinematik des starren Korpers
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Position von P, siehe Bild 2.5

Ein starrer Korper Ki besteht aus unendlich vielen Partikeln P mit Masse dm am Ort Pp.

Ist p; der Ortsvektor zum Ursprung O; der korperfesten Basis B;, so gilt

pp=Pp;i+Tp = p;+Tsi+Tisp = Psi+Isp Wo Tp=TIs;+isp (2.10)
Dabei ist ps; der Ortsvektor zum Schwerpunkt S; des Korpers i.

Fir Koordinaten in Inertialbasis gilt

IPP = Ipi +A1i Irp = IpSi +AIi rep (2‘11)

wo Ip =rg; +rgp die Koordinaten von Pin Basis €; (2.12)

Fir Koordinaten in Korperbasis gilt

i i\
pP:Pi‘H'P:PSi"‘rSP:(A ) pp (2.13)

p;und pg; sind die Koordinaten von p; und Ps; in der Basis €;.

Translationsgeschwindigkeit von P

Mit v; = /35 als Geschwindigkeit von O; , der Drehung ®; des Korpers i sowie

d - d = . .. . .

d ip=0, 4 rsp =0 ip=tp=0, Fgp=tsp=0 .
dtlin Korperbasis P dtlin Korperbasis sP oder fp=Tp Sp—Sp @14
gilt fir den Punkt P

§P=§i+d)iX7p=§i+d)iXFSi+d)iXFSP = ﬁSi—i—(DiXFSP (215)

Dabei ist /35,' der Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunkts S;

Fir Koordinaten in Inertialbasis gilt
1 1

vp="vi+ A" & rp="pg+ A" @; rep (2.16)
Fir Koordinaten in Korperbasis gilt
'Vp=V;+@®; rp=pg; +@; ps; +@; rsp 2.17)

v; undvg; = Ps; +®; ps; sind die Koordinaten von V; = [35 und /35,' in der Basis €;.
Translationsbeschleunigung von P

Die zeitliche Ableitung von (2.15) liefert mit (2.14)
ap = ‘;}P = f}i +6)i XFP +CT)Z' X(bi XFP = /31' +E)i X?SP +d)i xo?)l- X?SP (218)

Fir die Geschwindigkeit und Beschleunigung von S; gilt

V§i = Psi =V T O XTs;, ag; =Vs; = Ps; = Vi + O XTj + O X O XTg; (2.19)

Fur Koordinaten in Inertialbasis gilt
I I. i (= L I. i (= L~
ap="v;+A" ((Di rp +0; $0; l‘P) = psi + A" (031‘ Isp T 0; ®; FSP) (2.20)
Fir Koordinaten in Korperbasis gilt

lap =\"l'+(1)l' v, —Tp ®; +6)i d)i rp :VSi+6)i vg; —Lgp (i)i-i-d)l' d)i rep (2.21)
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Definition Masse

Die Masse des Kérpers ist m; = j dm = konst. (2.22)
K;

Definition Schwerpunkt

Fir Schwerpunkt S; gilt:

m; ;;Si = J. Fp dm = konst., J fsp dm=0, m; ﬁSi = J. ﬁp dm (223)
K; K; K;
. . . . 1
Fir die Koordinaten des Schwerpunkts in Kérperbasis gilt rg; =— j rp dm (2.24)
mj
K;

Definition Translationsimpuls

- . d (2.23) . (219
Impuls P = J‘ {}P dm = j ﬁp dm = E J. ﬁp dm = m; /33,' = my \71' +d)i XFSi (2.25)

Definition Drehimpuls (Drall) bezogen auf O; (Achtung, jeder beliebige Punkt ist mdoglich!)

(2.15)

Drehimpuls DOi: j fvap dm = J. ?P dmxle-— J.;;PX?P deCT)i
K; K; K;
B (2.23)
oder DOi = j FP Xﬁp dm = m; ?Si ><\7l~ - J. ?P X;"P de@i (226)

K.

1

K.

l
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Kraftesatz, siehe Bild 2.6

Wirken auf den Korper ¢ die Krifte Fk,' an Marker &, so kann man diese zu einer Resultierenden
F; zusammenfassen. Sie steht im Gleichgewicht mit der Anderung des Impulses. Der Kérper
bewegt sich translatorisch so, als ob die Kréfte F, in S; angreifen und in S; die gesamte Masse

(2.27)

vereinigt wére.
.25 . @19 . P
=F = mps = mi(pi_rSixwi+a)ixwieri)

Newton II:  F; = Fy;
K;

Bewegungsgleichungen der Translation

Mit Koordinaten der Schwerpunktsbewegung, also O; = S;:

; . . . . | li
Fir Koordinaten in Inertialbasis gilt |m; "vg; = "F; = ZA Fy; (2.28)
K;
Fiir Koordinaten in Kérperbasis gilt |m; Vg; +m; @; vg; =F; = szi (2.29)
K;
Mit Koordinaten der Bewegung von O;, wo O; = S;, dargestellt in der Kérperbasis
m; Vi —m; Bs; @; +m; @; Vi +m; @; @; rs; =F; =Y Fy (2.30)
K;

[nertialsystiem

Marker &5 4

Bild 2.6: Zur Kinetik des starren Korpers
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Momentensatz bezogen auf O;.

Die auf den Korper wirkenden Krafte Fk,' liefern neben der Resultierenden F, auch ein
resultierendes Moment Mo,' um den Bezugspunkt O;. Dieses Moment ist im Gleichgewicht mit dem

Ausdruck 7p X Impulsédnderung fiir alle Punkte P. Man findet

M0i=27kiXFki=JfPX\;/Pdm=i J.;'.PX\jpdm —Jﬁvapdm
Kl' Ki dt Ki Ki
d e o - - — — -
=— JrPXvP dm |- I(winP)X(Vi"'wier)dm
! K; K.

1 1

(Bild 2.6,2.10)
= i J Fp X{;P dm |— J. ((CT)l XFSi)-l_(a_)i X?SP))X({;Z' +((1_)l' X?Si)+(d)i X?SP)) dm

dt K K,
(2.23, Rechenregel 4) d
= d_ j?prlpdm —J(@iXFSi)Xﬁidm

! i K;

Mit Drehimpuls (226) MOi = kai X Fki = 50i - m; ((Dl X FSi) X \71' (231)
K;
Momentensatz bezogen auf Schwerpunkt S; = O;.

Fur Sl gllt FS[ =0 => MSi = szi X ﬁki = BSi (232)

K.

Momentensatz bezogen auf Inertialursprung Oy. ( Pri = Ortsvektor des Markers k auf Korper i)

Fiir den Inertialursprung Oy gilt V; =0 => Mgy =3, pri X Fii = BOi (2.33)
K.

1

Definition Massentragheitsmatrix

beztiglich O; dargestellt im Korpersystem |Ip; =— J. Ip Ip dm = konst. (2.34)
K;

beziiglich S; dargestellt im Korpersystem |Lg; =— _[ Ysp Isp dm = konst. (2.35)
K;

Bewegungsgleichungen der Rotation, dargestellt in korperfester Basis

Aus (2.31) findet man mit (2.26), (2.34) und (d),' rg; )~ V; =®; Fg; v; —Fg; @; v;

beziiglich O; |Loi ©; +®; Lo; ©; +m; Es; Vi +m; E5; @; vi =M (2.36)

beziiglich S; (Eulerglg.) Is; ©; +0; Ig; 0; =Mg; (2.37)
wo M; und Mg; die Koordinaten der resultierenden Momente um O; und S; sind.

Fassen wir Glg. (2.30) und (2.36) zusammen, erhalten wir die 6 DEs in (2.2).
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A.3 Eqs. of Motion Using Jourdain's Principle

Nach dem Prinzip der virtuellen Leistungen (Jourdain'sches Prinzip) ist die Summe der virtuellen
Leistung der Tragheitskrafte der Partikel P mit Masse dm und der virtuellen Leistung der diskreten

Krafte Fk,' gleich null. Man schreibt

—J 6§p~ap dm+26§ki'ﬁki =0 (2.38)
i . R o T T o _
ur Koordinaten in Kérperbasis gilt: - I Ovp ap dm+ ZSVki F,; =0 (2.39)

Hierin sind 0vp und 0vy; die virtuelle Geschwindigkeit von P und der Marker ki dargestellt in
der Korperbasis. apist die Beschleunigung von P.

Aus (2.15), (2.17) folgen
8%p =V —Tp X 8®;, Ovp=08v;—Fp S@; und Svp=58v! +80! ip, (2.40)
und mit (2.21) findet man fir (2.39)
- (5vl-T + 80l fp)(v',- L@V —Fp B +®; @ rp)dm+2(5v,~T + 80l f-k,-) F, =0
K K;

Nun werden (2.22), (2.24), (2.34) eingesetzt. Das liefert in Matrizenschreibweise

T . 3 -

svl miE  —mj T (Vij+(mimivi+miwimirSi]_Z(E]Fk. -0
- - s~ ~ ~ i~

sw! mits;  lg; J\0;) \(miTs;0;v;i+®;1g; ®; ) 7\Ty

l

5ZlT ( Mi ii + Qi = hi ) =0

Die letzte Gleichung ist erfillt fiir beliebige Werte von 0z; n 0, also

M; z; +Q; =h; (2.41)

mit M; als symmetrische Massenmatrix, Q; als Spaltenmatrix der Zentrifugalkrifte und
gyroskopischen Kréfte, sowie h; als Spaltenmatrix der &ulleren Kréfte und Momente am Kérper i
, vgl. (2.2).

Den Sonderfall, dass wir uns auf den Schwerpunkt beziehen, erhdlt man mit O; == §;, alsorg; =
Ound Ip; =1g;.

Beachte: In (2.41) sind unter h; noch alle Krifte und Momente zusammengefalit. Wir werden diese

spater in eingepriagte Kriafte und Zwangskrifte in den Kraftelementen und Gelenken unterteilen. Sie
treten immer paarweise an den Korpern i und j auf.
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A.4 Eqs. of Joints

Gelenke schrianken die Bewegungen der an ihnen beteiligten Korper ein. Diese Einschriankungen
lassen sich als Zwangsbedingungen der Kinematik auffassen.

Ein Gelenk g verbindet genau zwei Korper, den Korper i am Marker Pg mit dem Korper j am Marker
Qg, sieche Bild 2.4. Es bewirkt Ug Zwangsbedingungen. Somit ergeben sich andererseits fg
Freiheitsgrade tiber das Gelenk.

Je nach Art des Gelenks ergeben sich unterschiedliche Bewegungseinschrankungen, siehe Abschn.
2.3.1

Implizite Zwangsbedingungen am Gelenk

Sind p; und pj die Koordinaten der Position und z; und z;j die Koordinaten der Geschwindigkeit

der Korper i und j, so kann man mit ¢ als Zeit allgemein fiir die Zwangsbedingungen beziiglich
der Position schreiben

ge(pi.pj,1)=0 (2.44)

Die Spaltenmatrix gg hat die Lange Ug -

In Abschn. 2.3.2 wird das Aufstellen der Zwangsbedingungen exemplarisch gezeigt.

Entsprechend den Bewegungseinschriankungen ergeben sich Gelenkkrafte (Zwangskrafte) Fg bzw.

Gelenkmomente (Zwangsmomente) M g- Die Gelenkkrifte und- momente sind genau so grof3, da3

die Kinematik des Gelenks eingehalten wird. Thre Koordinaten beziliglich der Basis |:| wollen wir kurz
A‘g nennen. Die Dimension von A‘g ist somit Ug -

Fir die verallgemeinerten Zwangskréfte — ein Teil von h; in (2.2), (2.3) bzw. hj — gilt

alle Gelenke an i T agg
¢ _ , i . = .
h; = ; Ggi @, mit Gy= p; Z,
¢=1 (2.45)
alle Gelenke an j T agg ’
C el . 1 P — .
h§ = Y Gy @, mit Gg/_ap-zf
g=1 J

Der Ausdruck (2.45) erfullt die Bedingungen der Lagrange'schen Multiplikatorenmethode, wenn die
Bewegungsgleichungen (2.2) noch die Nebenbedingungen (2.44) erfiillen miissen.

Vielfach werden die Vektoren der Gelenke vorteilhaft in einer Gelenkbasis Bg {Pg; Xg, Vg, Zg }
dargestellt.
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Wir betrachten ein Kugelgelenk (Typ 27 in Tab. 2.2) zwischen Korper i und Kérper j an den Markern
Pg und Qg , siehe Bild 2.7 a). Nach dem Freischneiden ergeben sich folgende kinematischen und

kinetischen Zusammenhénge:

Zahl der Freiheiten fg = 3, Zahl der Zwangsbedingungen ug= 3.

Die impliziten Zwangsbedingungen lauten fir das Kugelgelenk (3 skalare Glgn. in der
Koérperbasis i)
!
7g=ﬁQg_ﬁPg=ﬁj+7Qg_pi_ng =0 (2.46)

LT \ [j
‘rg=r, =A" AV (pj+ng)—p,~—rPg=0

Die allgemeine Form lautet: |8¢(P;,Pj.1)=0 (2.47)

Beachte: Die Zwangsbedingungen kénnen in jeder beliebigen Basis angegeben werden. Auch kann go

von der Zeit ¢ abhéngen.

Die drei Zwangsbedingungen erfordern die

- ; T
unbekannten Zwangskréfte Fy bzw. ng =F, = (ng Foy ng) = Kg (2.48)
Sie werden allgemein im Vektor 7"g zusammengefalt, vgl. (2.45)

Gelenk g | Kidrper §

Gielenk g
a) Gelenk g
-
0
Buirper § & B.iirper §

7

Kdirpersystem
07

Kdirpersystem
(0 €}

h-] Inertialsystem {0}, ¥, } l'.‘:]- Inertialsystem {03, &}

Bild 2.7: Kinematische (b) und kinetische GréBen (c) am Kugelgelenk (a).
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Die Gelenkfreiheitsgrade sind die drei Drehungen mit den drei Koordinaten Og, ﬁg, Yg Sie bilden
die Drehmatrix
Ag®)=AY(ay By )= AT AT fiir & =A,0y)¢; (2.49)

Damit kann man die expliziten Zwangsbedingungen am Kugelgelenk angeben als
AV = AT A, (D). (2.50)

Die allgemeine explizite Form lautet: |Pj = fg;(p;.0)+£,(yg.0) (2.51)

d.h. ist die Bewegung des Korpers i bekannt, kann man mit Yg die Bewegung des Korpers j

berechnen —> Vorwartsrekursion.

Die Zwangsbedingungen (2.47) und (2.51) konnen wir ableiten und erhalten mit P; =Z; z; in (2.1) die
Bedingungen auf Geschwindigkeitsebene. Sie sind fiir die Kinetik erforderlich.

Die implizite Form lautet

0 0 0
&ig Zizi+%zjzj+if:0 oder Ggizi+ngZj+Kg:0 (252)
l‘ * K
G, G g
Die explizite Form lautet
of,; of of,; of
-1 i -1 . -1 i .
Zj:Zj &Ii Zizi+Zj ﬁyg+Zj [&—f+a—ly):‘]gizi+‘]gyyg+ng(t) (253)
%,_g/
Jgi ng ng(t)

Ggi und ng sind die impliziten Zwangsmatrizen. Sie haben die Dimension Ug 6.
Jgi und ng sind die Jakobimatrizen der expliziten Zwangsbedingungen. Sie haben die
Dimension 6 « 6 und 6 oo fg. Sind die Zwangsbedingungen (2.47) von der Zeit unabhéingig ist Kg=

ng=0.
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A.5 Eqs. of Force Elements

Alle eingepragten Krafte und Momente an Kérpern werden durch Kraftelemente repréisentiert.
Eingepragte Krafte/Momente sind
die Gewichtskraft (aktivim Schwerpunkt S; im Falle des starren Korpers),
aullere Krafte und Momente am Korper, die inertialfest eingepréagte werden,
Krafte und Momente von Federn und Dampfern zwischen zwei Kérpern oder einem Koérper und
dem Gestell,
Krafte und Momente von Aktoren und Antriebseinheiten zwischen zwei Kérpern oder einem Korper
und dem Gestell,
Reibkrifte und Reibmomente zwischen zwei Kérpern oder einem Koérper und dem Gestell

(Abschn. 2.4.3)

Merke: eingepragte Krafte und Momente (applied forces and torques)

priagen die Bewegung der Korper ein, initiieren somit ihre Bewegung.

Wir definieren allgemein ein Kraftelement mit Index f zwischen dem Kérper i am Marker Pr und

Koérper j am Marker Q. Als SchnittgréBen setzen wir an Py die eingeprégte positive Kréfte ﬁf und

das eingepragte positive Moment M f an, am Marker Qf sind die negativen Schnittgréfen zu finden.

Merke: Priife in Rechenprogrammen genau die Definition der positiven und negativen
SchnittgroBen. Sie sind sehr unterschiedlich festgelegt.

Gegebenenfalls die Wirkrichtung von i nachj umkehren.

Fir ein Kraftelement f muss ein Kraftgesetz vorliegen. Es kann eine Funktion der Zeit ¢ oder/und
der Kinematik der Bewegungen der beteiligten Koérper i und j sein. Dazu sind spezielle Modelldaten
erforderlich. Verschiedene Modelle sind in Abschnitt 2.4.1 zu finden.

Kraftgesetze konnen ein- oder mehrdimensional sein.

Aktive Kraftelemente, z.B. Aktuatoren, werden mit Hilfe von Sensoren gesteuert oder geregelt, siehe
Vorlesung Regelungstechnik.

Eine allgemeine Darstellung der Kraftgesetze wire (in Vektor- und Matrizenschreibweise in Basis €;)

Ff =]71(1‘,p,-,pj,z,-,zj,...,Parameter), 1l71f =fz(t,pi,pj,zi,zj,...,Parameter)

(2.56)
Ff = fl(t,p,-,pj,zl-,zj,...,Parameter), Mf = fz(t,pl-,pj,zi,zj,...,Parameter)
Die Vektoren werden vielfach in der Kraftelementbasis Bf {Pf xf, yf, zf} dargestellt.
Fir die verallgemeinerten einegepréigten Krifte — ein Teil von h; in (2.2), (2.3) bzw. hj —gilt
alle Kaftelemente an i[ F ' ]
h{ = N
f=1 rPf Ff + Mf

(2.57)

alle Kaftelemente an j — Alj T AIi Ff

hG = D

= T A\ 1i T A\ 1i
f:l —l'QfAJ AlFf—AJ Ale
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Definition Gewichtskraft

Ig = konst. die

Mit m; als Masse des Korpers i und g als Erdbeschleunigungsvektor, wo
Koordinaten in der Inertialbasis sind, ergibt sich die Gewichtskraft, aktivim Schwerpunkt S;
des starren Korpers i, vgl. Bild 2.4,

AIiT 1

Fgi=mi . ¥g="Fg=m g (2.58)

Definition axiales Kraftelemente

Zwischen Korper i am Marker Py und Korperj am Marker @f wirkt das Kraftelement mit
der Kraft Ff , siehe Bild 2.10. An den Markern muss man sich Kugelgelenke vorstellen, so dass

die Kraft an Kérper i stets von P nach Qf zeigt.
Fir die Wirkrichtung und Abstand lf gilt

Ff = Pof —Ppf =Pj+rof = Pi —Tpf

il'fZI'fZAIiTAIj(j+er)_Pi_rPf:0, (2.59)

folglich gilt 7i¢ =% bzw. ny = ‘ri‘ und Abstand [ = ‘Ff‘ = ‘rf‘
rf

Tf

Fir die Koordinaten des Kraftvektors am Marker Pf = ki in der Kérperbasis €; findet man

Fkl'ZFfZI’lf Ff (2.60)
WO Ff die skalare Kraft ist. Fiir sie geben wir ein Kraftgesetz an.

Fur Ff > 0 liegt eine Zugkraft vor, andernfalls eine Druckkraft.

Fir die Kraft am Marker Qf =kj in der Korperbasis € j gilt:

Fj=-AT Al =-AUT AT n, Fy (2.61)

Erattelement
{mit Lugkrafi)

Bodirper § Bodrper §

Fi
K drpersystem !
e

Kdirpersystem
L

h-] Inertialsysiem Lk Tl

) I::} Inertialsysiem Lo T

if

Bild 2.10: Kinematik (b) und Kinetik (c) am axialen Kraftelement (a). Kraft ist psoitiv am Koéerper i !
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Definition lineare Zug/Druck-Feder mit linearer viskoser Dampfung

Fir die skalare Kraft F f gilt
Fp =kp {1y =lpo)+dy s

Hierin sind
kf die Federsteifigkeit,
df die Ddmpfungskonstante,
If die aktuelle Federlinge,

(2.62)

i f die aktuelle Abstandsgeschwindigkeit,
lfo die Einbau-Federlénge fur Federkraft = 0.

Definition Kraftelemente um eine kérperfeste Drehachse

Ist ny die kérperfeste Drehachse, gesehen in Kérperbasis €;, so gilt fiir das eingeprigte Moment
Mf bzw. Mf am Marker Pf =ki

Mki:Mf =nf Mf (2.63)
WO Mf das skalare Moment ist. Fiir sie geben wir wieder ein Kraftgesetz an.
Fir das Moment Mkj am Marker Qf = kj in der Kérperbasis éj gilt in Analogie zu (2.61)
My =-AT AT My =-AUT AT 0
Definition lineare Torsionsfeder mit linearer viskoser Dampfung
Fir das Moment Mf gilt
M ¢ = kry (<Pf—<Pfo)+de o (2.64)

Hierin sind
kTf die Federsteifigkeit der Torsion,
d1f die Démpfungskonstante der Torsion,
Qf der aktuelle Drehwinkel,

(0] ¢ die aktuelle Winkelgeschwindigkeit,
¢ro der Einbau-Drehwinkel fiir Federmoment = 0.

Weitere Kraftelemente sind in Tabelle 2.3 zu finden.
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III FE-1 Push-pull spring with linear force law

IIT FE-2 Translation damper with linear force law

III FE-3 Compact spring element (spatial rubber)

IIT FE-4 Spring-damper in parallel, direction equals interconnection line

IITI FE-5 Compact spring element with damping, non- linear characteristics and clearance (spatial rubber)

IIT FE-6 Spring damper element in series

III FE-7 Simple Joint Friction (discontinuous)

IIT FE-8 DC-motor with revolute transmission, control of voltage and speed, and control of the motor speed and torque

IIT FE-9 DC motor with worm and nut transmission, control of voltage and speed, and control of the motor speed and

torque

II FE-10 Tyre model with fit to measurements graphs after E.Bakker, L.Nyborg, H.Pacejka
IT FE-11 Tire model after the similarity method of H. Pacejka with road irregularities

II FE-12 Torsion-spring suspension (force law based on the joint state quantities)

IT FE-13 Spatial torsion-spring damper (force laws based on kinematic relative measurements)
II FE-14 Gear box with elastic transmission

ITI FE-15 Frequency-dependent excitation

II FE-16 Time excitation for forces and moments with given direction of action

II FE-17 Time excitation for forces and moments acting along the connection line between the coupling points
II FE-18 One-sided contact element

II FE-19 Force definition with FPARAM - Linking SIMPACK block simulation programs

IT FE-41 Spherical Linear Spring and Damper Parallel: given in B_i

II FE-46 Call of MEDYNA User Elements Type 80 - 99 : given in M_i

II FE-47 Call of MEDYNA User Elements Type 80 - 99 : given in PtP

II FE-48 Call of MEDYNA User Elements Type 80 - 99 : spherical in M_1

II FE-49 General SIMPACK Tyre

II FE-85 Screw Pressure and Friction Force

IT FE-87 Contribute algebraic state q(t) to the MBS differential algebraic equations

II FE-88 Wheel-Rail Friction Force for Quick-Wheelset

II FE-89 Wheel-Rail Friction Force for General Contact

IT FE-90 SIN-time excitation for forces and torques with given direction of action

II FE-91 Hydraulic bearing with eigendynamic, caused by fluid movement

II FE-92 Contact problem "belt and roll" in conveying systems

II FE-93 Time excitation by u(t)-vector for forces and torques with given direction of action

II FE-94 Time excitation by u(t)-vector for forces and torques acting along the connection line between the coupling

points
III FE-95 Hydropneumatic spring-damper (used by aero-planes)
III FE-96 Tire force aero-plane drop test modelations

IIT FE-97 Steering angle control in vehicle dynamics
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IIT FE-98 Track ODE

IIT FE-99 Wheel/Rail Track Sleeper Spring-Damper

IIT FE-100 Friction with normal force given by other elements: B_i

IIT FE-101 Friction with normal force given by other elements: PtP

III FE-102 Dynamic force element (spring, damper) dependent on frequency response: given in B_i
IITI FE-103 Dynamic force element (spring, damper) dependent on frequency response: PtP

III FE-104 Nonlinear spring damper parallel with hysteresis: given in B_i

IITI FE-105 Nonlinear spring and damper with hysteresis: PtP

IIT FE-190 Nonlinear Force Element with Stick-Slip-Characteristics: PtP

IIT FE-191 Nonlinear Force Element with Stick-Slip-Characteristics and Force Element Input: PtP
IIT FE-192 Nonlinear Force Element with Stick-Slip-Characteristics and Constraint Force Input: PtP
IIT FE-195 Structure-Variable Contact Force between Two Surfaces

IIT FE-200 Wheel-Lift: Monitoring of Wheel/Rail Constraint

Tabelle A-1: Liste der Kraftelemente implementiert im MKS-Programm SIMPACK, V8.5
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B Mass Geometry of a Body

B1 Derivation of Body Mass Data

Im vorherigem Abschnitt wurden die Massendaten einzelner Segmente vermessen. Mit Hilfe der
Mechanik lassen sich aus den Segmentdaten die Massendaten von Korpern, bestehend aus mehreren
Segmenten, berechnen. Dazu werden die Integrale fiir Masse, Schwerpunkt und
Massentragheitsmatrix in (5.4) mit der infinitesimalen GréBe dm durch endliche Korperteile Am
ersetzt.

y Schwerpunkt S

Bild B1: Korper bestehend aus 4 Einzelteilen

Es gilt somit flir einen Korper nach Bild A1 mit n = 4 Korperteilen:

Betrachtung kontinuierlich diskret
n
Masse m= '[Vpdv = -[B dm m= kz_:l Amy, (3.13)

Massenmittelpunkt bez. O (Elemente des Vektors rg; ), vgl. Abschnitt 2.1.1

1 1 1<

xS=ZJ.Vpde=;fodm xs=;kz:1xkAmk (3.14)
1 1 1 <

yszg'[vpde=;J.Vydm ys—zkztlykAmk (3.15)
1 1 1 <

zs:;JszdV=ZJVzdm zs—;kzlzkAmk (3.16)

Es bedeuten hierin:

V = Volumen, p = Dichte, B = Bereich, n = Zahl der diskreten Teile mit Masse Amy am Ort xi, yk, zk
und Massentrégheitsmomenten ISkxx, [Skyy, [Skzz, ISkxys ISkxzs ISkyz

m = Masse,
Xg, Vs, Zs = Koordinaten des Massenmittelpunkts (Schwerpunkts) bez. Ursprung O

Ioxx, loyy, 102z = Haupt-Massentrégheitsmomente um x-, y-, z-Achse bez. Ursprung O

Ioxy, loxz, loyz = Deviations-Massentrégheitsmomente bez. Ursprung O.
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Massentriagheitsmomente bez. O (Elemente der Matrix I(; ), vgl. Abschnitt 2.1.1

Betrachtung kontinuierlich diskret
S )
Ioxy = JV(y2 +2%)dm Iow = 2 (AISkxx +( "‘Zk)Amk) (3.17)
k=1
S )
Loy = J'V(xz +272)dm Ioyy = 2 (AISkyy +(x} +zk)Amk) (3.18)
k=1
S 2.2
IOzz=JV(x2+y2)dm = Z(A[Skzz+(xk+yk)Amk) (3.19)
k=1
n
IOxy =—J.nydm Xy z (A[Skxy_xk Vi An’lk) (320)
k=1
n
IOXZ =—Jszdm [OXZ = Z (Alskxz—xk 2y, An’lk) (321)
k=1
n
IOyz va zdm [Oyz Z (AISkyz =Yk % Amk) (3.22)
k=1

Umrechnung der Massentrigheitsmomente bez. O auf den Massenmittelpunkt S; des

Korpers

Mit dem Schwerpunktsabstand rq = (xg, ¥ g, 28 )T und Massentrégheitsmatrix I bez. 0 folgen
die Elemente der Massentrégheitsmatrix Ig bez. S;

Isyx = low — (8 +25)m (3.24)
Isyy = IToyy ~(x3 +28)m (3.25)
Isg; = 1oz — (3 +35)m (3.26)
Isxy = Ioxy + x5 ysm (3.27)
Igx; = Ioxz + X5 25 m (3.28)
ISyz = IOyz +Yyszsm (3.29)

Beachte: Beziiglich Massenmittelpunkt sind die Haupttrigheitsmomente am kleinsten,

aber immer noch > 0
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B2 Mass Moment of Inertia for Typical Body Shapes

Schwerpunkt = CM, Hauptdrehmassen = Mass moment of inertia

Massentragheitsmomente homogener Linien, Flachen und Korper
aus Falk, Techn. Mechanik, Band 2, Springer-Verlag 1986.

Tabelle 3a—g. Schwerpunkte und Hauptdrehmassen
einiger homogener Linien und Flachen

Houptdrehmassen E
0,,-0,~
Lan 4
Py ,-?ez., Sohwerpunkt 6, Oyy "9:.:*9”
2 22
’ §=0 . F
a=5(1-cose)
re |b=Zle-sine) rrb%’l-ﬁ:‘“ Fm%‘(lo-% mr? | 0
ina/z
o-r-tns
2 2 2,2
b § =0 m my  |mEE | s
2_ sinec/z | r?, sineey| r?.  sine mr®
Fu |a-ZronsfinZG-SH 0| 5 |0
oir? d=0 i mZ = |
e
o= grofult m, &) M gy M) | o

2 2 2 2
e=-§a mL m & mZiisa| o
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homogener Kdrper
Haupldrehmassen bezdglich 0
Volumen Sohwerpunkt ar 7 E =7 6,4
z h
hbl § =0 B4R | BA)| BN
2
mh(R%r?) S=0 %"{R'or&?} %“(R'o ré)
%- [J (R%r®)+
h R*%2Rr3r® gm K*-r®
i [ v et 7T
+Rrer
REr 2 [
$utf’) | 5e0 £ K Sk 140 it |
-}m[:R’+-j~h‘—
°,2 3 (2R-h)’ m, 20RLBRRWIN
Th (Jk'h) &= a7 & "l h’] nh—_—-—Jﬂ-h
~REZIR ),
S(IR=h)
S=0 %‘(b‘w? %-"(a.";c‘) %-”(a."+b")
Kugel a=bec=r 3—“ r §=0 fmr'
n
. o
.E R@ 2nRr? S=0 2 4R% 1) B4 R%r)
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