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1 Statik starrer Korper — Stereostatik

1.1 Einfuhrung in die Technische Mechanik

1.1.1

=y

Was bedeutet Technische Mechanik?
Die Technische Mechanik befaBt sich mit der Analyse der Krafte und Bewegungen starrer und
elastischer Korper bzw. Korpersysteme, sogenannte Mehrkérpersysteme.
Sie umfasst:
Kinematik ist die Lehre der Bewegungen
Dynamik ist die Lehre der Krafte. Sie unterteilt sich in
Statik (die Krafte sind im Gleichgewicht, der Korper bewegt sich nicht)

Kinetik (die Krafte sind nicht im Gleichgewicht, der Kérper bewegt sich)

Aus Vereinfachungsgrunden betrachtet man zunachst den starren Kérper. Hierfur gilt:
Alle Punkte haben fur beliebige Krafte am Korper immer den selben Abstand,
siehe Kap. 1 Stereostatik und Kap. 3

Der elastische Korper verformt sich unter der Einwirkung von Kraften, siehe Kap 2.

Elastische Korper mit komplexen Formen nennt man auch elastische Strukturen.
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1.1.2 Beispiele mechanischer Systeme

Beispiel 1: Mechanik eines Tischfeuerzeuges — Ubertragung der Energie

F"h'ﬁf 7 f‘l{ 1

4-Gelenkmechanismus
mit 4 Gliedern (#1 = Gestell)
mit 4 Gelenken (Drehgelenke bei Aj, A, B, By)

"i. f mit einer Feder und 2 Anschlagen
Das System hat einen Freiheitsgrad (1 FHG)
a) Konstruktive Ausfiihrung b) Mechanisches Ersatzmodell

Beispiel: Mikrogreifer aus Silizium

\i\ Ay ‘ bestell ist fest
REVAS

(3) Keppelteit

(1) Piezotranslator

(8-8) Greifarme

2 SLE)strat

(10) Greifflachen

Werkstlick

Ubung: Was sind die Bauelemente eines mechanischen Systems?
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1= Beispiel mit elastischen Korpern
Schubkurbel mit elastischer Kurbel und Koppel, aus (Schwertassek and Wallrapp 1999)
t=72s

05|

Beispiel: Satellit mit Joch und 6 Solarpanels [ Wallrapp, 2002 #489}

B WS
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Beispiel: Chirurgische Werkzeuge

TA.,.{ wertmedhan irmas

Beispiel: Kniegelenkprothese, entwickelt vom Biomechanics Laboratory, University of California,
Berkeley, USA.

6 "‘\
Polkurve Fy,
\

N
A o
I‘OT/\'C 169
I SN

NS
A
4
3
%\ﬁi\xﬁm

Ubung: Nenne weitere mechanische Systeme aus dem Bereich Bioingenieurwesen.
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Beispiel: Das menschliche Skelett als Mehrkorpersystem, siehe die Vorlesung Biomechanik

BH

Ubung: Wo kdnnte man ein mechanisches Modell im Bereich Sport einsetzten?
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1.1.3 Wofur wendet der Ingenieur die Technische Mechanik an?

Ubung: Gebe Antworten auf die oben gestellte Frage.
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1.1.4 Welche Losungsmethoden mussen wir einsetzen?

Abhangig von der Aufgabenstellung bzw. den gewiuinschten AusgabegroéBen wahle diese gemaf Tab. 1.1

aus.
Lehrsatz der Modellbildung:
Lege das Modell stets so einfach wie moglich aber so aufwendig wie notig an!
Statik Kinetostatik Kinetik (Dynamik) Inverse Dynamik
Eingabe- geometrische Lage geometrische Lage Startlage Zeitl. Verlauf d. Lage,
. . , Geschwindigkeit,
groBen Lasten, Gewicht Lasten, Gewicht Lasten, Gewicht, B:schl\g::nniégur%
. - eingepragte Krafte
Massentragheitskrafte " o Lasten, Gewicht,
Gesetz Muskelkraft Massengeometrie
Ausgabe- Antriebskrafte, Antriebskrafte, Zeitl. Verlauf Lage, Gelenkkrafte,
Geschwindigkeit
groBen Gelenkkrafte Gelenkkrafte Bgss‘gmvevbnniégur% ’ Muskelkrafte
Gelenkkrafte
Analyse- & | GGB Statik oder GGB Statik oder GGB Newton&Euler | GGB Newton&Euler
Losungs- Prinzip virt. Leistung | Prinzip virt. Leistung | Prinzip virt. Leistung | Prinzip virt. Leistung
methode a) AE -> Hand oder a) AE -> Hand oder DE oder DAE AE ->Hand oder
Computer Computer > Hand oder Computer
b) VektorE -> Hand b) VektorE -> Hand Computer
Tabelle 1.1: Methoden der Statik und Dynamik

(Krafte steht synonym fur Krafte und Momente,

GGB Statik => statische Gleichgewichtsbedingungen am freigeschnittenen Korper,

Prinzip virt. Leistung => virtuelle Leistung aller eingepragten Krafte und Momente im

System ist null)

a) Hilfreiche Mathematik-Programme sind Mathematica, Maple, Matlab, etc.

b) Verwende MKS Programme wie in Tab. 1.2 gezeigt.
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Beispiel 1.1: Computersimulation der Bewegung eines Ruderers.

Bild 1.1 links die Bewegungsanalyse, rechts die entsprechende Computersimulation.

Bewegungsanalyse
Ruderergometer
|sabella
August 2003

Bild 1.1: Ruderer in der Rudermaschine (Thomas Grund, 2004)
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Weitere Stichworte

Bioemchanik

Getriebetechnik /
Mechanismenlehre

Mehrkodrperdynamik

Mechatronik

Maschinendynamik

Finite Elemente Methode

Computermechanik

untersucht die Bewegungen von Mensch und Tier vom Standpunkt der
Gesetze der Mechanik. Sie erforscht damit die niedrigsten, die einfachen
Bewegungen der Natur und schafft so die Voraussetzungen, die

komplizierten Formen zu erklaren.

betrachtet vorwiegend die Kinematik und Kinetostatik sowie die
kinematische Synthese ebener Mechanismen, Systeme mit mehreren

Korpers, die durch Gelenke verbunden sind.

beschaftigt sich mit der Kinematik und Dynamik raumlicher - vielgliedriger

Mechanismen mit starren (und elastischen) Korpern und beliebigen

Gelenken.

kommt zur Anwendung, wenn das System neben mechanischen auch

elektrische, elektronische, hydraulische Komponenten aufweist.

umfaBt die Berechnung und Auslegung von Bauteilen mit Hilfe von

Nachschlagewerken, z.B. fur Schrauben, Kugellager, etc.

ist ein Losungsverfahren zur Berechnung der Verformungen und
Spannungen von elastischen Korpern infolge seiner Belastungen.
Lasst sich aber auch auf die Bewegung von stromender Medien und den

Fluss von Magnetwellen anwenden.

Unter Einsatz des Computers die Bewegungsgleichungen eines

mechanischen Systems aufstellen und losen.
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1.1.5 Computerprogramme zur Analyse mechanischer Systeme

Thema CAD FEM MKD / MKS
Einsatz | Computerzeichnen eines | Berechnung der Verformungen | Berechnung der nichtlinearen
Systems, und Spannungen infolge Kinematik und Dynamik von
Datenerfassung fur Belastungen Systemen mit starren Korpern
Geometrie und Material
Zusatz- Analyse der Kinematik, Nichtlineare Kinematik und und mit elastischen Korpern,
optionen | Synthesembglichkeiten, Dynamik, Spannungsberechnung
FE-Netzgenerierung Bereitung von Daten fur MKD
Pro- Catia, ANSYS, ADAMS,
gramme Euklid ABAQUS, DADS,
Pro-Engineer, MARC, SIMPACK,
AutoCAD, Nastran WorkingModel
Solid Edge (Brebbia 1982) RecurDyn
SolidWorks (KnowledgeRevolution 1999 |
(Schiehlen 1990; Kortum, Sharp
et al. 1993)
Tab. 1.2:  Programme aus dem CAE (Computed Aided Enginieering) Bereich.

Beachte intrnet-links zu GT-Programmen unter
http://www.fh-muenchen.de/fb06/professoren/wallrapp/d_wallrapp_o.html

Nehme einfach die Programme der Computermathematik:

5  Mathematica, Maple, Matlab, etc. und programmiere und lose die Gleichungen selbst!
iww Siehe die Ankundigung fur den Maple Kurs!
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1.2 Kraft und Schnittprinzip
1.2.1 Lageplan, Freikorper-Bild

) Das reale mechanische System muss zunachst abstrahiert werden:

Schema => Lageplan, siehe Bilder, Teil a)
1)) Zur Berechnung der Krafte in den Bauteilen mussen wir die Bauteile durchschneiden und
Schnittkrafte einfuhren:

Schnittprinzip => Freikorper-Bild mit Schnittkraften, siehe Bilder, Teil b) und c)

Beispiel: 1. Gewicht G am Seil, gehalten Uiber Rolle und Person.

2. Gewicht G an Feder, die an der Decke befestigt ist.

Feder F F
1
Kraft
,o\/\’ F1
6
F2
a b
F, t
|
¢ |6
3. Schnitt durch einen Stab mit Zugkraft.
1 5 1 - 1 N S S : :
P ' CF P ‘ 7 F
b c Schnittuter
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4. Korper 2 eingespannt durch Feder in Zange 1.

77
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1.2.2 Definition Kraft, Kraft am starren Korper
0 Die Kraft ist ein Vektor: F mit
- Angriffspunkt Pg

- Betrag F
- Richtungsvektor e

- Wirkungslinie WL und Wirkungsinn WS
- physikalische Einheit: 1 N = 1 kg m / s2.

Beispiel Kraft am starren Korper

¢ Ein starrer Korper ist ein fiktives Gebilde aus Masseteilchen, das sich unter der Einwirkung von

Kraften nicht verformt.  -> Gegensatz: elastischer Korper.
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1.2.3 Einteilung von Kraften
0 1. Krafte unterteilen sich in
+ auBere Krafte (Gewichtskraft, Magnetfeldkraft, Windkraft, etc. ) und
+ innere Krafte ( Schnittkrafte in Federn, Dampfern, Gelenken, Lagerungen,

Sie treten immer paarweise auf.

0 2. Krafte unterteilen sich in
+ eingepragte Krafte (Gewichtskraft, Magnetfeldkraft, Windkraft, Schnittkrafte von Federn,
Dampfer, Aktoren, )
Sie beeinflussen die Kdrperbelastung und die Korperbewegung
+ Reaktions- oder Zwangs-Krafte ( Schnittkrafte in Gelenken, Lagerungen, )

Sie sind die Reaktion auf die eingepragten Krafte.

¢ Gewichtskraft:

Es gilt G:ﬁg:mgzgfjdm
B

Sie ist die Anziehungskraft auf einer Masse m, die sich infolge des Gravitationsgesetzes zweier
Massen (Newton) , auf der Erde einstellt.

Wir rechnen mit der Erdbeschleunigung g = 9.81 m/s2:

Fur viele Anwendungen (z.B. starrer Korper) kbnnen wir die Gewichtskraft im Massenmittelpunkt

(S = Schwerpunkt, CM = Center of Mass) vorstellen.

Beispiel: Korper 2 mit Masse im Schwerefeld eingespannt durch Feder in Zange 1. Benenne alle Krafte

iz

? Fa Fs




Technische Mechanik: 1 Statik starrer Korper — SS 2005 1.15 Prof. Dr. O. Wallrapp, FHM FB06

1.3 Axiome der Statik

1.3.1 Axiom 1: Linienfluchtigkeit einer Kraft

Die Wirkung einer Kraft auf einem starren Korper bleibt unverandert, wenn man sie entlang ihrer
Wirkungslinie verschiebt.

(das gilt nicht am elastischen Korper)

1.3.2 Axiom 2: Gleichgewicht am starren Korper

Zwei Krafte sind am starren Korper im Gleichgewicht und heben ihre Wirkung auf den starren Korper auf,

wenn sie auf der gleichen Wirkungslinie liegen, den gleichen Betrag haben und entgegengesetzt
gerichtet sind.

Esgitt  F+F,=0 wo Fy=Fy, WLgs =WLpo, und &7 =—&p,
6 = Nullvektor.
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1.3.3 Axiom 3: Krafteparallelogramm

Die Wirkung zweier Krafte 1*:1 und 1*:2, die an einem gemeinsamen Punkt P angreifen, ist gleich einer

Kraft ﬁR , die sich als Diagonale eines mit den Seiten der Krafte ﬁl und 132 gebildeten Parallelogramms
ergibt.

ESgllt ﬁ1+ﬁ2:ﬁ2+ﬁ1:ﬁR

1.3.4 Axiom 4: Addition/Subtraktion von Gleichgewichtsgruppen

Ist ein starrer Kbrper mit seinen Kraften im Gleichgewicht, so kann man diesem System beliebige
Gleichgewichtsgruppen dazu addieren oder wegnehmen.
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1.3.5 Axiom 5: Befreiungsprinzip von Lagrange

Das Gleichgewicht eines nicht freien (gebundenen) Korpers andert sich nicht , wenn man die Bindungen
schneidet und diese durch entsprechende Schnittkrafte ersetzt.

1.3.6 Axiom 6: Reaktionsprinzip (Newton)

Sind zwei Korper (1 und 2) mit einem Gelenk mit einander verbunden, so ist das System aquivalent,

wenn man die Korper trennt und die Schnittkrafte (Reaktionskrafte) als actio und reactio (gleich groB und
entgegengesetzt) an der Schnittflache ansetzt.

Esgit:  Fg; =—Fg, und Fgq = Fgpo.
Festlegung: Fgq >0 = Zugkraft, Fgq <0 = Druckkraft.
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1.3.7 Axiom 7: Reaktionsprinzip zweier glatter Korper

Sind zwei Korper (1 und 2 ) auf glatter Oberflache im Kontakt, so steht die Schnittkraft (Reaktionskraft)

senkrecht auf der Tangentialebene der beiden Korper.

Esgit:  Fg =—Fg, und Fgq=Fgp. Vielfach auch als Normalkraft Fy bezeichnet.

1.3.8 Axiom 8: Erstarrungsprinzip

Ein freier elastischer Korper ist genau dann im Gleichgewicht, wenn er als starrer Korper im

Gleichgewicht ware.

1.3.9 Axiom 9: System von Koérpern

Ein System von Korpern (Mehrkodrpersystem) ist genau dann im Gleichgewicht, wenn alle Einzelkdrper im

Gleichgewicht sind.




o
B A
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1.4 Gleichgewicht eines zentralen Kraftesystems

1.4.1 Resultierende eines zentralen Kraftesystems

Ein System von Kraften ist ein zentrales Kraftesystem, wenn sich alle Krafte in einem Punkt, hier Q
genannt, schneiden.

Die Wirkung eines zentralen Kraftesystems an einem starren Korper ist gleich der Wirkung seiner

Resultierenden.

hier

n
Es gilt: Resultierende R = ZF, = F+FhL+F
i=1

Koordinatendarstellung mit den Achsen x, vy, z:

Rx Rx:zl'FiX Rx:F1x+F2x+F3x
R=|R,|; R,=D F, hier: R,=Fy+F,+F,
RZ RZZZiFiZ Rz:Flz+F22+F3Z

Beispiel: Massen my und m, sind uber Seile 1 und 2 und reibungsfreier Umlenkrollen an der Mauerodse

in P befestigt. Bestimme die resultierende Kraft R in der Ose.
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1.4.2 Gleichgewicht eines zentralen Kraftesystems

Ein System von Kraften ist Gleichgewicht, wenn es ein zentrales Kraftesystem mit Schnittpunkt Q

darstellt und dessen Resultierende R gleich null ist.
Alle Wirkungslinien WL; schneiden sich im Punkt Q.

R, R. =) F =

n / 1

Es gilt: Gleichgewicht: R = ZF, =0, R= Ry =0 Ry = ZiFiy =0
= RZ Rz = Fzz =0

Sonderfalln=2: F;+F,=0 wo Fy=F,, WLgy =WLpo und &y, = —&p, vgl. Abschn. 1.3.2

Zeichnerische Losung fur n = 3: Geg. Fq, WL4, F5, WL,, Q,  Finde WL, F3.
Geg. Fq, WLy, WLy, WL3 Finde Fy, F3.

Beispiel: Masse m im Schwerefeld an Seil 1 und Seil 2, Fg =600 N, o =30° B =65°.

Bestimme die Seilkrafte Sq und S,.

lg Seil2  Seil 1
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1.5 Kraftepaar und Moment
1.5.1 Kraftepaar

Die Krafte }71 und fz mit der Resultierenden R = ﬁl + }72 =0 bilden ein Kraftepaar, wenn sie den
gleichen Betrag haben (‘1*:1‘ =F =F= F,= ‘ﬁz‘, auf parallelen Wirkungslinien liegen,

entgegengesetzt gerichtet sind und den Abstand a bilden.

==> Kraftepaar {—F, a, F} mit Drehsinn s )

Ein Kraftepaar {—F, a, F} ist eine unabhangige mechanische GroBe.

Ein Kraftepaar {—F ,a, F } ist auf dem starren Korper frei verschiebbar.
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1.5.2 Das Moment

Ein Kraftepaar {—F, a, F} mit Drehsinn (.\ kann durch ein Moment repasentiert werden.
Moment M=aF. (Nm).

Zu einem Kraftepaar gehort genau ein Moment.
Ein Moment kann aus oo vielen Kraftepaaren herruhren.

M=aF = a* F*= .... mitselben Drehsinn.

Das Moment mit Betrag M = a F ist ein Vektor, der senkrecht auf der Ebene der Vektoren 7 und I*:
steht.

Esgilt: M =7rX F (rechte Handregel)
Koordinatendarstellung M =7 F.

M \F M M
DY EA E ;3_ M
A"
r A
\
F

Die Drehachse eines Momentes kann auf dem starren Korper frei verschoben werden.

=> Das Moment ist ein freier Vektor auf dem starren Korper.
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1.5.3 Das Moment einer Kraft bezuglich Punkt P

Wirkt an einem Punkt A die Kraft ﬁ, so ergibt sich das Moment M, bezogen auf einem anderen Punkt P,
(P # A und P nicht auf der Wirkungslinie von F') zu

- - -
Mpy=7xF  wo r = PAder Ortsvektor von P nach A.

Fur den Betrag gilt: Mpy=rF sin(@)=aF

wo a = senkrechter Abstand der WL von P: a=rsin o

+1y, F,.—r, Fy T, F,
Koordinatendarstellung 3D:  Mpy=tF =|-rnF. +r.F |, r=|n |, F=|F|
+r Fy, =1 F, T, F,
In der x-y- Ebene gilt: Mpy=r1 Fy -1 F, = MZ(P) =aF.
In der x-z- Ebene gilt: Mpy=r, F,—1r F, = My(P) =aF.

=1

* M)
J

r o F IRV
4 N
il’

<l

Wirken auf einem Korper n Krafte ﬁl i=1,..n, am Punkt A;, so ergibt sich daraus das Moment M,

bezogen auf einem Punkt P, zu

n -

M(P) = 2171 X 14:1 wo 7;= PA; die Ortsvektoren von P nach A;
i=1
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Beispiel 1.5.1 Kraft - Kraftepaar - Moment:  Motorprufstand mit Reibbremse.
E-Motor mit Drehzahl n = 191 U/min, Motorleistung Py, = 40 W, Wellendurchmesser d = 10 mm,

Lagerabstand a; = 100 mm, Bremshebellange ag = 200 mm. Bestimme alle KraftgroBen.

Bremsscheibe

Reibscheibe
auf Welle
Reibung

Schnitt 2
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1.6 Gleichgewicht von Kraften und Momenten an einem Korper

1.6.1

Erweitertes Aquivalenzprinzip

Jedes System von Kraften, ﬁl, ﬁz,

F,, und Einzelmomenten M, M,,

M

m

kann in seiner

Wirkung auf einen starren Koérper in aquivalenter Weise durch eine Dyname (Kraftwinder) {13, MP}

bezogen auf den Punkt P, beschrieben werden.

Fur die auf den Punkt

P bezogene Dyname

gilt:

Resultierende Kraft

Resultierendes Moment bez. P

1.6.2 Allgemeines Gleichgewichtsaxiom

Ein mechanisches System befindet sich im Zustand der Ruhe (Gleichgewicht) oder im Zustand der

gleichformigen geradlinigen Bewegung, wenn die angrelfenden Krafte und Momente in ihrer Wirkung auf

einen starren Korper einer verschwindenden Dyname mit R 0 und MP = 0 aquivalent sind.

Die Gleichgewichts-
bedingungen fur einen
beliebigen Punkt P

lauten:

Die Gleichgewichts-
bedingungen fur
einen beliebigen
Punkt P in
Koordinaten-
darstellung ergeben 6

skalare Gleichungen

In der x-z-Ebene
genugen

3 Gleichungen

Resultierende Kraft R= i : =0
- n m
Resultierendes Moment bez. P MP = M(P) = 2?1 X : + ZM, =0
i=1 i=1
D Fy =0
thy =0
YF; =
X (1 Fie = - Fy ) + 2 M =0

[ S ¥4

(-
Z(J’rzx Fiy -

I Fi +rizFi

x)+zMiy =0
zyFix)+zMiz =0

D Fy=
D F=
Y (<5 Fp. + 1. F,

lx 1z

) ZMiy:
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Beispiel 1.6.2

Fur das ebene Kraftesystem bilde die Dyname (Resultierende R und resultierendes Moment Mp) im
Punkt P, wenn F{ =5N,F,=2N,F3=4N, My =10 Ncm, a=4cm, o =45° und

a) Wahle P = A.

b) Bestimme die Dyname fur P = C.

o

Y D

| y

1

el

B an
wo

Ergebnisse: x-y-System: R = (2.59, -6.41)T N, Mp_p = +6.686 Ncm, Mp_pg = -3.657 Ncm, Mp_¢ = +47.657

 §
N
Q

Ncm,
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1.7 Lager und Freiheitsgrade starrer Korper

1.7.1 Definitionen

Ein freier starrer Korper im Raume hat b = 6 Freiheitsgrade (FHG); in der Ebene b = 3 FHG.

Lager (Auflager) der Korper zur Umgebung und Gelenke zwischen den Korpern schranken die

Bewegungen der Korper ein.

Ein Lager / Gelenk bewirkt u =0 ... 6 kinematischen Zwangsbedingungen.

Die Zahl der Zwangsbedingungen u ist gleich der Wertigkeit eines Lagers.

Die noch moglichen Bewegungen eines Korpers infolge eines Lagers / Gelenkes ist die Zahl der
Freiheitsgrade f=6 ... 0.
Es gilt fur ein Lager / Gelenk: f=b —u

Zur Einhaltung der kinematischen Zwangsbedingungen sind in den Lagern / Gelenken
laut Schnittprinzip Reaktionskrafte und -momente (auch Zwangskrafte und -momente genannt)
einzufuhren.

Ihre Wirkung ergibt sich aus der Richtung und Aussage der Zwangsbedingung: z.B.
Drehung (y eingeschrankt: -> Reaktionsmoment M, einfuhren

Verschiebung Sy eingeschrankt: -> Reaktionskraft F, einfuhren.

Die GroBe der Reaktionskrafte und -momente sind noch unbekannt. Sie ergibt sich aus den

eingepragten Kraften am Korper und kbnnen mit Hilfe der Dynamik berechnet werden.




1.7 Lager und Freiheitsgrade starrer Korper - SS 2005

1.28

Prof. Dr. O. Wallrapp, FHM FB06

1.7.2 Lagerungen in der Ebene (b=3)

Tabelle 1.1: Lagerungen in der Ebene

Name Kinematik Statik
. Zwangs- . .
Symbol Bewegung | u = Wertigk. bedingungen Reaktionskrafte / -momente
Reibungsfreie Beruhrung Stangential 1 SNormal =0
Py
Fn
Tangente  \\Normale
Drehlager, Drehgelenk Py 2 8y=0,5,=0
l—> X
z
L]
Loslager, Sx> Py 1 s, =0
Dreh-Schub-Gelenk
r’x
I:Z
z
Fix-Lager, - 3 sy=0,s,=0,
feste Einspannung ¢y =0 My
X
Py | (
I:Z
z
Schubgelenk, Fuhrung Sy 2 s7=0,0y=0
X
Qy S
z e
Zylinder rollt auf Ebene Gy 2 Sx =1 @y,
r’ X . Ny s, = 0
mit r =
z
Rollradius

Haftreibung!
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Tabelle 1.1: Lagerungen in der Ebene (Fortsetzung)

Name Kinematik Statik
Symbol Bewegung | u = Wertigk. Bedingung Reaktionskrafte / -momente
gelenkig gel. starrer s ) _
Stab, Pendelstutze 1Stab 1 Sstabrichtg = 0
Py
G
]
ﬁ 1 Stab
Undehnbares Seil S1Seil 1 SSeilrichtg = 0 nur Zugkrafte
Py einseitig
Fseil \¢
=
% 1 Seill 1 Seil
Undehnbares Seil S1Seil 1 SSeilrichtg = 0 nur Zugkréafte,
an Punkt und Rolle . tangential an Rolle
Py einseitig
Tangente- X
Kontaktpkt. >\‘
Aber! Axiale Feder Sx» Sz» Py» 0 eingepragte Schnittkraft
Freder =
0 X
y| =
I:Feder
z
Aber! Drehfeder mit Py 2 sx =0,8;,=0 | eingepragtes Schnitmoment

Drehgelenk

Py

Drehfeder

i

MFeder =
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1.7.3 Ebene Lager mit Reibung

Reibung ist ein Widerstand gegen die Bewegung.
Reibung bewirkt Verlustleistung, die in Warme umgewandelt wird.
Reibung wird durch Reibungskrafte fur lineare Bewegungen und Reibmomente fur Drehbewegungen
zweier benachbarter Korper (2 gegenuiber 1) abgebildet. Sie sind eingepragte GroBen.
Die lineare Relativgeschwindigkeit sei V,;, die relative Drehgeschwindigkeit sei @, ;.
Reibungsmodelle:
Gleitreibung:  V,; >0 oder @,; > 0: Bewegung von Korper 2 bez. 1 vorhanden:
Reibkraft ﬁRZl wirkt entgegen der Relativboewegung v,; oder
Reibmoment A71R21 wirkt entgegen der Relativbewegung @, .
Haftreibung:  V,; = 0 oder @,; = 0: keine Bewegung vorhanden:
Betrag FRo¢ der Reibkraft 1*:R21 ist stets groBer als erforderliche Reaktionskraft,
oder Betrag MRo4 der Reibkraft 1\7[R21 ist stets groBer als erforderliches Reaktionsmoment,

in beiden Wirkrichtungen.

Vereinfachtes Modell Reibkraft = Reibbeiwert L - Normalkraft.

Reibbeiwerte (vgl. Dubbel, Hutte, etc,)

AY

Haftreibun
Ho \ g
v
Gleitreibung
5
0

Werkstoffpaarung u trocken | u gefettet
Stahl auf Stahl 0,15 0,01
Metall auf Holz 0,4..0,5 0,1
Stahl auf Eis 0,015 -
Holz auf Holz 0,2..0,4 0,08
Bremsbelag auf Stahl 0,5..0,6 0,3..0,5
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Beispiele fur Gelenke: Die genannten Krafte sind fur Korper 2 eingezeichnet!

Schubgelenk - Gleitreibung:

i Y
Reibkraft FR21 :_‘I.lFNzlﬁ
21

Betrag Froy =HFyN2

Gelenkkraft FN21+R: A F/\%Zl +F13221 :FNzl’\ 1+‘LL2 W

Reibwinkel p =arctan L

Drehgelenk - Gleitreibung:

Zapfenradius r
Reibkraft-Betrag  Fry1 = U Fy2

—

—~ W
Reibmoment Mgy =—n rFN21Tm
o
Betrag MRr21=r FN21 =1 FN21+R
Reibradius rR= Wr

Rollgelenk - Haftreibung: (vgl. Rollgelenk in 1.7.2)

Rollradius r
Lineargeschwindigkeit ~ voq =T 094

. i
Reibkraft FR21 = —,LLO FNZIﬁ
21

Betrag Fro1=HoFo

Rollen ist gewahrleistet, wenn Froq >= — Summe eingepragter

Krafte Il zu v,;.

2
= \£1
FR21
b —
G, Vo
F - Fnerir
N21

Punkt P ist der momentane Drehpunkt (vp = 0, wie ein Drehgelenk).
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1.7.4 Raumliche Lager

Tabelle 1.2: Formschlussige Gelenke mit 1 bis 5 Gelenkfreiheitsgraden

FGH

23) D3So- Kugelflachengelenk

. BT

24) DoSo- Zylinderflachengelk. | 25) D3S- Kugelrohrgelenk 26) DoSs - Doppeldrehschubg.

27) D3 - Kugelgelenk 28) DSo- Plattengelenk
(Spherical Joint) (Planar Joint)

30) Do - Kreuz-(Kardan-)gelenk | 31) DS - Drehschubgelenk 32) So - Doppelschubgelenk
(Universal (Tait-Bryan) Joint) (Cylindrical Joint)

,/

33) D - Drehgelenk 34) S - Schubgelenk 35) W - Schraubgelenk
(Revolute Joint) (Prismatic Joint) (Helical Joint)

28R
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1.7.5 Freiheitsgrade des starren Korpers mit Lagerungen

Die Zahl der Freiheitsgrade eines starren Korpers mit g Lagerungen bzw. Gelenken ergibt sich zu

8
fx=b=D u, FHG.

Aussage:

fK=0:

fK>0:

fK<0:

k=1

starrer Korper ist statisch bestimmt gelagert,

keine Bewegung mbglich.

Reaktionskrafte / - momente mit Hilfe der Statik losbar.
starrer Korper ist nicht statisch bestimmt gelagert,
Korper wird sich bewegen.

Problem mit der Kinetik losbar.

starrer Korper ist statisch uberbestimmt gelagert,
keine Bewegung moglich.

Reaktionskrafte / - momente nur mit Hilfe der Elastostatik losbar.

Beispiele 1.7.5 Bestimme Freiheitsgrade, Lagerreaktionen, Anzahl Unbekannte, Losbarkeit.
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1.7.6 Beispiel Abstutzung der Motorhaube.
aus TM |, Prof. Rill, FH-Regensburg

Die Motorhaube ist in A und B drehbar gelagert. In S wirkt die Gewichtskraft G = 50 N. Die Haube wird
durch eine Pendelstutze in CD offen gehalten.

a) Bestimme Freiheitsgrade, Lagerreaktionen, Anzahl Unbekannte, Losbarkeit.

C"
\
Z S \\
A G\\\ B
2 y | -

b) Verandere die Lager so, damit die Aufgabe mittels Statik losbar ist.

C"
\
Z S \\
A G\\\ B
2 y | -
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c) Berechne die Lagerreaktionen aus b)

Die Koordinaten in mm sind: C_‘(
tag= (01150010)7 \

tac =(50017501866)T 7 \\
tap =(10001150010)T Sg
ras = (2501750 1433)7 \

\
Ergebnisse: Fg =18.05N, A, = A G . B
7.22 N, Ay =10.82N, A, =25N, y
B,=0,B,=12.486 N - X
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1.8 Gleichgewicht von Mehrkorpersystemen

Ein Mehrkorpersystem (MKS) ist ein System besteht aus n beweglichen Korpern (ohne Umgebung /
Gestell), die durch Gelenke (Lager, Bindungen)) mit der Umgebung oder untereinander verbunden sind.
Neben den Reaktionskraften der Gelenke (Lager) wirken an ihnen noch eingepragte Krafte und
Momente.

Das Mehrkorpersystem (MKS) ist in Gleichgewicht, wenn jeder Korper selbst im Gleichgewicht ist.

Die Lagerreaktionen zum Gestell sind mit den auBeren eingepragten Kraften/Momenten im
Gleichgewicht.

Vorgehen:
1. Bestimme die Freiheitsgrade fy kg des Mehrkorpersystems

g
Jugs =bn-— Zuk FHG
k=1

wo b = Zahl der FHG des freien Korpers, (b = 6 fur 3D, b = 3 fur 2D Probleme)
n = Zahl der Korper (ohne Gestell),

g = Zahl der Gelenke

uk Zahl der Bewegungseinschrankungen im Gelenk k.

2. Unterbinde die freie Bewegungen des Systems durch Hinzunahme von Reaktionskraften bzw.

Reaktionsmomenten.

3. Schneide jeden Korper aus seiner Umgebung frei und ersetze die Wirkungen der Gelenke und Federn

etc. durch Krafte und Momente.

4. Stelle die Gleichgewichtsbedingungen an jeden Koérper auf (vgl. Abschn. 3.6).

5. Lose das Gleichungssystem nach den Unbekannten auf.

6. Prufe die Bilanz der auBeren Krafte/Momente mit den Gestellreaktionen.
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Beispiel 1.8.1: Der Kolbenmotor wird durch Kolbenkraft Fx am Kolben 4

belastet. Gewichtskrafte und Reibung werden nicht berucksichtigt. ”
Gesucht ist das dazu gehbrenden Moment M, an der Kurbel 2 abhangig von ¢.

Werte die Gleichungen fur ¢ = 60°, Fx =20 N, r = AB =30 mm, | = BC =60 mm

aus.
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1.9 Innere Krafte und Momente in Bauteilen

Lasten auf Bauteilen (Kdrpern) verursachen nicht nur
Auflagerkrafte und Einspannmomente, sondern auch
Beanspruchungen (Krafte, Spannungen = Krafte pro

Flache) im Inneren dieser Bauteile.

Diese inneren Beanspruchungen werden im Weiteren

(innere) Schnittgrossen genannt.

Schnittgrossen dienen der Vorbereitung zur

Untersuchung der Festigkeit von Bauteilen.

Folgende Bauteilformen sind denkbar:

TN
RN
e A%

a) Nicht zerschnittenes Konstruktionsteil
b) Resultierende der inneren Krafte fur einen Schnitt
c) Auf der Schnittflache verteilte innere Krafte

Formen Definition Schnittgrossen Beispiel
Seile (Saiten, | sind schlanke, dehnsteife und Sie ergeben nur Zugkrafte in
Ketten) biegeweiche, torsionsweiche Seilrichtung.
Bauteile.
Stabe sind schlanke, dehnsteife, Sie ergeben Langskrafte _ _
torsionssteife, aber biegeweiche | (Zug oder Druck) und / oder Istnur eine
Bauteile. Torsionsmomente. vereinfachtes Modell
Balken sind schlanke, dehnsteife, Sie ergeben Langskrafte
torsionssteife und biegesteife (Zug oder Druck),
Bauteile. Querkrafte, Biegemomente
und Torsionsmomente.
Dicke, Hier ist die 3D- FEM-Theorie.
gedrungene | Kontinuumsmechanik
Bauteile: anzuwenden

Schlank heiBt hier, dass QuermaBe sehr viel kleiner sind als die Bauteillange.

Merke:

Die Schnittgrossen an der Stelle x lassen sich mit Hilfe der Statik starrer Korper berechnen.

Bei allen unstetigen Anderungen der Belastung des Bauteiles ist ein neuer Bereich festzulegen.
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1.9.1 Gestreckte Seile - Zug

Ein Seil kann nur Zugkrafte aufnehmen. A Fa
Betrachten wir ein Seil zwischen den Punkten A und B, so ist als Seil
X
SchnittgroBe im Seil die Langskraft Fy
Fn (x) = Fp = konst. bez. x (1.9.1)
B
in positiver x-Richtung am x-seitigen Schnittufer anzusetzen. Masse m Fn
F
g B

1.9.2 Gerade Stabe - Zug/Druck

Ein Stab kann Zug- oder Druckkrafte aufnehmen.
Als SchnittgroBe ist somit die Langskraft F, (x) aus dem

Gleichgewicht in x-Richtung Fp, (x) + XF, =0=F,+Fp =0

anzusetzen. Folgt:

Fn (x) == Fp = konst Uber x. (1.9.2)

Fn<0 ==>Druckkraft, F, >0 ==>Zugkraft.

1.9.3 Gerade Stabe - Torsion

Fur Torsionsstabe gilt in analoger Weise zu 1.9.2 fur das
Torsionsmoment M;(x)

Gleichgewicht um x-Achse
Mi(x) + XMy, =0=M;-Mp =0
Folgt:

M; (x) = Mp = konst. bez. x (1.9.3)
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1.9.4 Gerader Balken in der Ebene mit diskreten Lasten
Ein Balken ist ein schlankes Bauteil, dessen
Ausdehnungen nur in Richtung der Balkenachse
betrachtet werden.

Die Balkenachse liegt in der Querschnitt-
Symmetrieachse des Balkens.
Einschrankungen:

1. Die Balkenachse bildet eine gerade Linie.

2. Alle Belastungen und SchnittgroBen sind nur an

der Balkenachse anzusetzen.
3. Die Balkenachse bildet die x-Achse.

Merke: Verwende x-z -Ebene, dann ist das 2D-Fall in x-z-Ebene T
Moment +My, = My links herum gerichtet.

positives Schnittufer

negatives Schnittufer

A

Zur Ermittlung der Schnittgrossen wird der Balken senkrecht zur Langsachse an der Stelle x

2D-Fall in x-z-Ebene

geschnitten.

Seine resultierenden Schnittgrossen sind
die Normalkraft F,

die Querkraft F,
das Biegemoment My,
aufweisen.
Schnittgrossen werden am x-seitigen Schnittufer positiv, (d.h. alle Wirkrichtungen zeigen in positive
Richtungen des Koordinatensystems), am Gegenufer negativ angetragen. (actio = reactio)
Vorzeichenregel: Normalkraft: positiv = Zugkraft, negativ = Druckkraft
Querkraft: positiv = Gleichgewichtskraft am Schnittufer nach unten

Biegemoment: positiv = Bauteil nach unten konvex verbogen.

S

Im 3D- Fall sind auch Torsionsmomente und Querkrafte und Biegemomente in 2 Richtungen zu
betrachten , siehe z.B. (Dankert and Dankert 2004)

Andere Schreibweise F, =N, Fq =Q, Mp=M:
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Balkenachse F
1 Mb
M
WA N ™aB KN
4 T ‘ >_>
A "
FAz r1x 1 X
Schnittufer
vz Fq

Gleichgewichtsbedingungen am geschnittenen Bauteil der Lange x:

Sei der Bauteilabschnitt 0 .. x durch Krafte Fj, und Fj; am Ort r;, sowie durch Einzelmomente My = M;

belastet, folgt

Normalkraft F,(x)+ Zle =0 - F,(x)= —Z F,
] i

1
Querkraft in z Fq(x)+ZFl~Z =0 - Fq(x)z—zF,-Z
1

i j i

(1.9.4)

(1.9.5)

l
Biegemoment Mb(x)+2(x—rl-x)Fl-Z+2Mj=0 - Mb(x):—Z(x—;;-x)Fl-Z—ZMj
' ‘ j

(1.9.6)

rix ist der Ort der Kraft, gemessen vom Koordinatenursprung.

Fur den 3D-Fall sind die Gleichungen entsprechend zu erganzen.

Merke:
Jeder neue Lastangriff stellt eine Unstetigkeit der Belastung und damit eine Unstetigkeit der
Schnittgrossen dar. Das erfordert somit eine Unterteilung des Balkens in Bereiche.

Fur jeden Bereich ist eine Gleichgewichtsbetrachtung aufzustellen.

Ort maximaler Schnittgrossen = Ort maximaler Bauteilbelastungen
Seien die Funktionen F(x), Fq(x), Mp(x) gegeben, findet man den Ort und die Maximalwerte aus

JF, (x)
5—)( =0 = Xpmax = Fyomax = F(X = Xpp_max)
JF (x)

é’qx =0 = XFgq—max = Fq—max = Fq(x - xFq—max)
QMb(x) _

ox 0 = XMb—max = Mb—max = Mb ()C = be—max)
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Beispiel 1.9.1
F
F 2
Fax A o Balken
B Yc D
4 o)
2 X b F e
Faz c D
(Py i I
vZ

Der gezeigt Balken ist durch Krafte Fq und F» belastet.
Daten: F{ =80 N,F>=60N,«=30°b=04m,c=06m,I=12m.
Berechne: a) Die Freiheitsgrade des Balkens.

b) Die Lagerreaktionen in A und D.

c¢) Die Schnittgrossen und stelle diese graphisch dar.

d) Gebe die Maximalwerte an.
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1.9.5 Gerader Balken in der Ebene mit Streckenlasten

Neben den diskreten Lasten stellen wir uns verteilte Lasten vor.
Langslasten g, (x) [N/m] wirken in x-Richtung
Querlasten q,(x) = q(x) [N/m] wirken in z-Richtung

verteilte Momente my(x) [Nm/ m] wirken um y-Achse.

R

# Ry Balken

Jre

Zur Bestimmung der Lagerreaktionen kbnnen wir fur den Lastbereich 0 <= £ <= die

n

resultierende Kraft R, = Jq(g) dé (1.9.7)
0
1 n

am Angriffspunkt r,= R_J.é q&) d& (1.9.8)
40

heranziehen.
7 ist eine beliebige Position auf der x-Achse, im Bild n = 1.

Zur Bestimmung der Schnittgrossen sind die Gl. (1.9.4), (1.9.5), (1.9.6) zu erweitern:

Normalkraft F,(x)= —2 F, — ]qx (&) d& (1.9.9)
i 0
Querkraft F,(x)==Y F,—[q.() d¢ (1.9.10)
i 0
Biegemoment M, (x)= —Z(x - rx) F,. - ZMJ- - j(x — &) q.(&) dé- J m, & dé  (1.9.11)
i J 0 0

Fur den 3D-Fall sind die Gleichungen entsprechend zu erganzen.

Merke:
Jede Anderung der stetigen Belastungen des Balkens erfordert die Festlegung eines neuen

Balkenbereiches (Feldes)
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Beispiel 1.9.2

q(x) =ax

vZ
Der gezeigte Balken mit der Streckenlast q(x) = g4/l x in Bereich von 0 <= x <=1 ist zu untersuchen.
Daten: g4 =50 N/m, | =1.2m.

a) Resultierende Last

b) Lagerreaktionen in A und B

¢) Schnittgrossenverlauf und d) deren Maximalwerte
X) =ax
q( ) d& Mb CI1
A |\
> ,
) - ‘ /s Balken T
£ Fg
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1.9.6 Feldgleichungen der Biegung gerader Balken in der Ebene

Wir betrachten einen Balken der Lange |, eingespannt in A und freies Ende in B.
Er ist durch eine Streckenlast q,(x) = q(x) [N/m] in z-Richtung belastet.

q(x) dg
N
Ma |
AN | .
}
o X I
£ r \/ Rq Balken
FAY g X
z 1

Die Lagerreaktionen sind in A: Fp = —Rqund Mp = +rq R, vgl. Abschn. 1.9.5.

Nun schneiden wir am Lager A (x = 0) ein Randelement der Lange dx frei. Querkraft Qg und
Biegemoment M, sind dort positiv anzutragen. Am rechten Schnittufer wirken die negativen Grossen.
Den Rest des Balkens nennen wir Feld der Lange 0 <x <.

Rechts in B (x = I) kann ebenfalls ein Randelement vorhanden sein.

Am Randelement A (x = 0) gilt:

Biegemoment: My+My=0 = My=-M,4 (1:9.12)
a(x) o
Mo Q ! M
MO 0 Q| B
V> K X i
Ma Fy 'Qq - S « Q(x) Fg
Randelement x = 0 Feldbereich 0 < x < | Randelement x = |
Im Feld 0 < x < | gelten die Feldgleichungen:
X
Querkraft: 0(x) =0y - [ ¢(&) dé
0
X X
Biegemoment: M(x)=Mo+x Qy— [ (x=&) (&) dé= My +x Q(x) + [ € (&) dE
0 0
(1.9.13)
. X . X
Mit die Lastterme folgt fur (1.9.13) Q(x) = Jq(é) dé M(x)= J(x —&) q(&) dé&
0 0
Querkraft: O(x)= 0y — O(x)
. (1.9.14)
Biegemoment: M(x)=My+x Qy—M(x)

Weitere Lastterme siehe Tabelle 1.9.1
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Es gilt folgender differenzieller Zusammenhang:

d

d_Q =Q'(x)=—q(x) : Ableitung Querkraft = —Streckenlast
X

am

d_ =M'(x)=0(x) +x Q' (x)+ x g(x)=0(x) : Ableitung Biegemoment = Querkraft
. 0

(1.9.15)
Merke:

Fur Balken mit unterschiedlichen Lasten wendet man (1.9.13) bis (.9.13) fur jeden Bereich == Feld k =1

.. h an.

Bei verzweigten Strukturen verwende lokale Koordinatensysteme und Feldgleichungen

Querkraft Qy und Biegemoment M sind dann die Lasten am linken Schnittufer des Feldes k.

HW:

Beispiel 1.9.3 Finde die Schnittgrossen fur das bereits bekannte Problem mittels Lastterme im Feld.

q(x) =ax
a=qq/l ds op

I:Ax A

> B

X Balken E Yy

Faz £ B

(Py i 1
vZ

Daten: g4 =50 N/m, [=1.2m.
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Tabelle 1.9.1: Zur Biegung gerader Balken

aus Falk, Technische Mechanik, Band 3.

¥ v
() I
C L No No N\ 77 L NX) N N7 L Fex
Ma o 'Qq —0<x<l Y oV Fg,
A: x=0 im Feld B:x=1I
Benennung Randelement Beziehung fur Stelle x Ableitung Randelement
beiA=x=0 nach x beiB=x=1
Normalkraft | No =-Fax N(x) = Nog —-N() N; = Fpy
Querkrat | Qo=-Fa, | O(x) = 0 -0 = MO Q=Fg,
Biegemoment | Mg =- My M(x)=My +Qyx —M(x) M, = Mg

Terme fur Lasten im Feld zwischen 0 und x
(auBer Randlasten, sofern diese im Randelement x = 0 enthalten sind

F q
Lastterme L > X_%
fur Langsbelastung = n )
Normalkraft ]\A](n) F, q. n
=
Lastterme _*FZ q \v\"\'\'\\v\"\u @ a r"\ | t(\(\
fur Biegung $ s YV 4n>)‘( 4T‘>x
in z X — "X
Result. R, | - qn %g - tn
Angriffspkt. 7,, | _ n 2 u _ n
2 3 2
o) F, qn 4’ - -
a 2
~ 2
M) F.n T 4. T in
2 a 6

Werden die Gleichungen fur einen Bereich k mit Koordinate xx angewendet, so sind Qg, Mg die

GroBen fur xx =0, wobei die Lasten an der Stelle xx = 0 in Qg und Mg einzubeziehen sind.
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1.9.7 Superpositionsprinzip

In der linearen Statik gilt das Superpositionsprinzip:

Ist eine System mit F; Kraften und M, Momenten belastet, so ergeben sich die Lagerreaktionen und die

Schnittgrossen des Systems aus der Summe der Ergebnisse, die sich einstellen, wenn das System mit

jeder Einzelkraft oder jedem Einzelmoment belastet wird.

Dabei wird vorausgesetzt, dass jeder Belastungszustand vom Referenzzustand aus betrachtet wird.

Die Reihenfolge der Belastungen ist beliebig.
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